





















 ǱǱ  
. . 
 áâ®ïé¨© ®¡§®à ¯®á¢ïé¥­ ­¥¤ ¢­¨¬ à¥§ã«ìâ â ¬ ® £àã¯¯ å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ . à âª¨¥ ¨áâ®à¨ç¥áª¨¥
§ ¬¥ç ­¨ï ¨ ááë«ª¨ ­  «¨â¥à âãàã, ª®â®àë¥ ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à¨ ®¡áã¤¥­¨¨
¡®«¥¥ ®¡é¨å ¨«¨ á¬¥­ëå â¥¬, ­¥ ¯à¥â¥­¤ãîâ ­  ¯®«­®âã.
1. ®¯®«®£¨ç¥áª¨¥  á¯¥ªâë
Ǳãáâì Ω | ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¥áâ¢®. ­®¥áâ¢® ΩΩ ¢á¥å ®â®¡à ¥­¨© Ω ¢
á¥¡ï ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¡ §ë
â®¯®«®£¨¨, äã­ªæ¨®­ «ì­®© â®¯®«®£¨¨ ­  ΩΩ, à áá¬®âà¥âì á¥¬¥©áâ¢  äã­ª-
æ¨© ¢¨¤  {σ ∈ ΩΩ : σx = y}, £¤¥ x, y ¯à®¡¥£ îâ Ω [17℄,[34, £« ¢  4℄. ¥£ª®
¢¨¤¥âì, çâ® ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ­ ΩΩ ­¥¯à¥àë¢­  ¢ äã­ªæ¨®­ «ì­®© â®¯®«®£¨¨,
¨ çâ® áã ï äã­ªæ¨®­ «ì­ãî â®¯®«®£¨î ­  «î¡ãî £àã¯¯ã ¯¥à¥áâ ­®¢®ª Γ
¬­®¥áâ¢  Ω, ¬ë ¯à¥¢à é ¥¬ Γ ¢ â®¯®«®£¨ç¥áªãî £àã¯¯ã. ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«-
ì§®¢ âì áâ ­¤ àâ­ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï â¥®à¨¨ ¡¥áª®­¥ç­ëå £àã¯¯ ¯¥à¥áâ ­®¢®ª:
á¨¬¢®« Γ{U}, £¤¥ U | ¯®¤¬­®¥áâ¢® Ω, ®¡®§­ ç ¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢
Γ, áâ ¡¨«¨§¨àãîé¨å U ¯®â®ç¥ç­®,   Γ(U) | ¯®¤£àã¯¯ã ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ Γ,
áâ ¡¨«¨§¨àãîé¨å U ª ª ¬­®¥áâ¢®.
áâ¥áâ¢¥­¥­ ¢®¯à®á ® â®¬, ¬®­® «¨ ¢®ááâ ­®¢¨âì â®¯®«®£¨î ­  Γ, ¨á¯®«-
ì§ãï ¨áª«îç¨â¥«ì­® â¥®à¥â¨ª®-£àã¯¯®¢ë¥ áà¥¤áâ¢ .  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ Γ | £à-
ã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ áâàãªâãàë M, ®¯à¥¤¥«¥­­®© ­  Ω, â® ¢®ááâ ­®¢«¥­¨¥
äã­ªæ¨®­ «ì­®© â®¯®«®£¨¨ ­  Γ ¬®¥â á«ã¨âì ¯¥à¢ë¬ íâ ¯®¬ ¢ ¢®áá-
â ­®¢«¥­¨¨ M ¢ Γ.
 à ¡®â¥ [22℄ . ¨ªá®­ , Ǳ. ®©¬ ­ , . ®¬ á  ¨ à ¡®â¥ [41℄ Ǳ. ®©¬ ­ 
¨ .  ªä¥àá®­  ¡ë« ¯®«ãç¥­ ¯®«®¨â¥«ì­ë© ®â¢¥â ¤«ï á«ãç ï Γ = Sym(Ω).
 à ¡®â¥ [22℄ à áá¬ âà¨¢ «áï á«ãç ©, ª®£¤  Ω | áç¥â­®¥ ¬­®¥áâ¢® (¢ íâ®¬
1
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á«ãç ¥ äã­ªæ¨®­ «ì­ ï â®¯®«®£¨ï ­ ¨¡®«¥¥ ¯®«¥§­ , á¬. ­¨¥),   ¢ à ¡®â¥
[41℄ | ®¡é¨© á«ãç ©.  à ¡®â¥ [22℄ ¡ë«® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® ¥á«¨ Ω | áç¥â­®¥
¬­®¥áâ¢®, â® ¯®¤£àã¯¯  G £àã¯¯ë Sym(Ω) ®âªàëâ  ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬
á«ãç ¥, ¥á«¨ ¨­¤¥ªá G ¢ £àã¯¯¥ Sym(Ω) ¬¥­ìè¥ ª à¤¨­ «  2ℵ0 . ®«¥¥ ®¡é¨©
à¥§ã«ìâ â ¨§ à ¡®âë [41℄ §¢ãç¨â â ª: ¥á«¨ Ω | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¥
¬­®¥áâ¢®, â® ¯®¤£àã¯¯  G £àã¯¯ë Sym(Ω) ï¢«ï¥âáï ®âªàëâ®© ¢ â®¬ ¨ â®«-
ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ Sym(Ω) = FS(Ω)G, £¤¥ FS(Ω)| £àã¯¯  ¢á¥å ä¨­¨â à­-
ëå ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ¬­®¥áâ¢  Ω.Ǳ¥à¥áâ ­®¢ª  σ ∈ Sym(Ω) ­ §ë¢ ¥âáï ä¨­¨â à­®©,
¥á«¨ ¥¥ ­®á¨â¥«ì supp(σ) = {x ∈ Ω : σx 6= x} ª®­¥ç¥­.
ǱãáâìG|¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï £àã¯¯ . ®­ä¨­ «ì­®áâìîG ­ §ë¢ ¥â-
áï ¬®é­®áâì ­ ¨¬¥­ìè¥© æ¥¯®çª¨ á®¡áâ¢¥­­ëå ¯®¤£àã¯¯, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª®â®à®©
¥áâì G. é¥ ®¤¨­ ¢ ­ë© à¥§ã«ìâ â ¨§ [41℄ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â, çâ® ª®­ä¨­ «-
ì­®áâì ¡¥áª®­¥ç­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë Sym(Ω) áâà®£® ¡®«ìè¥ |Ω|.
â«¨ç¨â¥«ì­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ £àã¯¯ë Sym(Ω) ­ ¤ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¬­®¥á-
â¢®¬ Ω, ­ ¤¥«¥­­®© äã­ªæ¨®­ «ì­®© â®¯®«®£¨¥©, ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ®­  ï¢«-
ï¥âáï ¯®«ìáª®© £àã¯¯®© [38, à §¤¥« 9℄. â® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬¥âà¨ª 
­  Sym(Ω), á®¢¬¥áâ¨¬ ï á äã­ªæ¨®­ «ì­®© â®¯®«®£¨¥©, ¨ ¯® ®â­®è¥­¨î ª
íâ®© ¬¥âà¨ª¥ Sym(Ω) ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ ¨ á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¯à®á-
âà ­áâ¢®¬.  ¯à¨¬¥àã, ¥á«¨ Ω = (an : n ∈ N), â® á®¢¬¥áâ¨¬ ï ¬¥âà¨ª  d,
®¡« ¤ îé ï ­¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ¬®¥â ¡ëâì § ¤ ­  â ª: d(σ, pi) = 0,
¥á«¨ σ = pi ¨ ¥á«¨ σ 6= pi, â® d(σ, pi) = 2−n, £¤¥ n | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ â-
ãà «ì­®¥ ç¨á«®, â ª®¥, çâ® σ(an) 6= pi(an) ¨«¨ σ−1(an) 6= pi−1(an). ®­®,
¤ «¥¥, ¯®ª § âì, çâ® £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢á¥å áâàãªâãà ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ,
®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­ Ω, ¨ â®«ìª® ®­¨ ï¢«ïîâáï § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ Sym(Ω)
[34, £« ¢  4℄.  ¬ª­ãâ ï ¯®¤£àã¯¯  ¯®«ìáª®© £àã¯¯ë á­®¢  ï¢«ï¥âáï ¯®«ì-
áª®©, ¨ ¯®â®¬ã £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢á¥å áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­ëå áâàãªâãà
ï¢«ïîâáï ¯®«ìáª¨¬¨ £àã¯¯ ¬¨.
¯®¬ï­ãâë© ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â ¨§ à ¡®âë [22℄ áâ¨¬ã«¨à®¢ « ¯®¨áª ¯à¨¬¥à®¢
áç¥â­ëå áâàãªâãà ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  M, â ª¨å, çâ® ®âªàëâë¥ ¯®¤£àã¯¯ë ¨å
£àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(M) ®¯¨áë¢ îâáï â¥¬ ¥ ãá«®¢¨¥¬, çâ® ¨ ®âªàëâ-
ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë ­  áç¥â­®¬ ¡¥áª®­¥ç­®¬ ¬­®¥áâ¢¥,
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â.¥. ¢ â®ç­®áâ¨ ª ª ¯®¤£àã¯¯ë, ¨¬¥îé¨¥ "¬ «ë© ¬¥­ìè¥ 2ℵ0 , ¨­¤¥ªá. Ǳà®
¢áïªãî â ªãî áç¥â­ãî áâàãªâãàã £®¢®àïâ, çâ® ®­  ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® ¬ «®£®
¨­¤¥ªá . à¥¤¨ ¯à¨¬¥à®¢ áâàãªâãà, ¨¬¥îé¨å á¢®©áâ¢® ¬ «®£® ¨­¤¥ªá , ¬®­®
ãª § âì ¢¥ªâ®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®© à §¬¥à­®áâ¨ ­ ¤ ­¥ ¡®«¥¥,
ç¥¬ áç¥â­ë¬¨ â¥« ¬¨, áâàãªâãàã 〈Q;<〉, áç¥â­ë¥ ¡¥§ â®¬­ë¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë
¨ â.¤.
. ®¤¥á, . ®¤ª¨­á®­, .  áª à ¨ . ¥« å ¯®ª § «¨ ¢ à ¡®â¥ [35℄, çâ®
áç¥â­ë¥ ω-ª â¥£®à¨ç­ë¥ ¨ ω-áâ ¡¨«ì­ë¥ áâàãªâãàë,   â ª¥ â ª ­ §ë¢ ¥¬ë©
á«ãç ©­ë© £à ä (¯à¥¤¥« à¥áá¥ ª« áá  ¢á¥å ª®­¥ç­ëå £à ä®¢, á¬. [34, £« ¢ 
7℄) ¨¬¥îâ á¢®©áâ¢® ¬ «®£® ¨­¤¥ªá ,   ¨å £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ | ­¥áç¥â­-
ãî ª®­ä¨­ «ì­®áâì. . à © ­ ¨ . ¢ ­á ãáâ ­®¢¨«¨ ¢ [12℄, çâ® ª«îç¥¢ë¥
¬¥â®¤ë ¨§ áâ âì¨ [35℄ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ª® ¬­®£¨¬ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ë¬
£àã¯¯ ¬ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , ¢¥áì¬  ¤ «¥ª¨¬ ¢® ¬­®£¨å ®â­®è¥­¨ïå
®â áâàãªâãà, ¨§ãç ¢è¨åáï ¢ [35℄.  ¨¬¥­­®, . à © ­ ¨ . ¢ ­á ãáâ ­®¢¨«¨,
çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®© £àã¯¯®© G áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£  ­¥ª®â®à®£® ¥áâ¥áâ¢¥­­®£® á¢®©áâ¢ , ­ §¢ ­­®£® ¨¬¨ á¢®©áâ¢®¬ ¡ §¨á­®©
ª®­ä¨­ «ì­®áâ¨, £àã¯¯  Aut(G) ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë G áç¥â­®£®
à ­£  ¡®£ â  â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¬¨ £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨.
¯à¥¤¥«¥­¨¥ £¥­¥à¨ç¥áª¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £à-
ã¯¯, ¤ ­­®¥ . à © ­®¬ ¨ . ¢ ­á®¬, á«¥¤ã¥â ¨¤¥¥ ¨§ [35℄. Ǳãáâì G |
®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , Γ ®¡®§­ ç ¥â £à-
ã¯¯ã Aut(G),   B(G) | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å á¢®¡®¤­ëå ¬­®¨â¥«¥© £àã¯¯ë G,
¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­ë© à ­£. ®¢®à¨¬, çâ® ­ ¡®à (γ1, . . . , γn) í«¥¬¥­â®¢ Γ
n
ï¢«-
ï¥âáï B(G)-£¥­¥à¨ç¥áª¨¬ ¨«¨ ¯à®áâ® £¥­¥à¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤-
ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï:
(1) ¤«ï ª ¤®£® á¢®¡®¤­®£® ¬­®¨â¥«ï A ∈ B(G) ¯®¤£àã¯¯ë Γ(B), £¤¥
A ⊆ B ∈ B(G) ¨ γiB = B ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n, ä®à¬¨àãîâ ¡ §ã ®âªàëâëå
®ªà¥áâ­®áâ¥© ¥¤¨­¨æë;
(2) ¥á«¨ A ∈ B(G), γiA = A ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n, B|á¢®¡®¤­ë© ¬­®¨â¥«ì
¨§ B(G), á®¤¥à é¨© A, β1, . . . , βn ∈ Aut(B) ¨ βi ↾ A = γi ↾ A ¤«ï ¢á¥å
i = 1, . . . , n, â® ­ ©¤¥âáï  ¢â®¬®àä¨§¬ α ∈ Γ(A), â ª®©, çâ® γ
α
i ↾ B = βi
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¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n (á¨¬¢®« ↾ ãª §ë¢ ¥â ­  ®£à ­¨ç¥­¨ï ®â®¡à ¥­¨©,  
γα = αγα−1).
ã­ªæ¨®­ «ì­ ï â®¯®«®£¨ï ­  Γ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ § ¤ ¥â â®¯®«®£¨î
­  ¤¥ª àâ®¢ëå áâ¥¯¥­ïå Γn. àã¯¯  Γ = Aut(G) ¡®£ â  £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨  ¢â®¬®à-
ä¨§¬ ¬¨ [12℄, ¥á«¨ ¤«ï ª ¤®£® ­ âãà «ì­®£® n ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å ­ ¡®à®¢ ¨§
Γn, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨ | ª®â®é¥¥ (¬­®¥áâ¢® ¢â®à®© ª â¥£®à¨¨)
¢ Γn.
¢®©áâ¢® ¡ §¨á­®© ª®­ä¨­ «ì­®áâ¨, ª®â®à®¥ ª ª ¬ë ãª § «¨ ¢ëè¥, ï¢«-
ï¥âáï ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«-
ì­® á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë G áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¡ë«  ¡®£ â  £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨
 ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨ ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª: ¯ãáâì {yn : n ∈ N} | ª ª®©-­¨¡ã¤ì
¡ §¨á £àã¯¯ë G; â®£¤  ¤«ï ª ¤®£® α ∈ Γ ¨ ª ¤®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«®
n ­ ©¤ãâáï ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® r > n ¨  ¢â®¬®àä¨§¬ β ∈ Aut(〈y1, . . . , yr〉),
â ª¨¥, çâ® βyi = αyi ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n.  à ¡®â¥ [12℄ ¯®ª § ­®, çâ® ¥á«¨
G |  ¡á®«îâ­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ¨«¨ ¥á«¨ Aut(G) | àãç­ ï £àã¯¯ , â® G
¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® ¡ §¨á­®© ª®­ä¨­ «ì­®áâ¨.
Ǳãáâì V | ¬­®£®®¡à §¨¥ £àã¯¯,   F |  ¡á®«îâ­® á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ .
 áá¬®âà¨¬ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ãî £àã¯¯ã F/V(F ) ¬­®£®®¡à §¨ï V, £¤¥
V(F ) | ¢¥à¡ «ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  F, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¬­®£®®¡à §¨¥ V. ®£¤  £à-
ã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(F/V(F )) ­ §ë¢ ¥âáï àãç­®©, ¥á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬
Aut(F )→ Aut(F/V(F )), ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë© ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ F →
F/V(F ), ï¢«ï¥âáï áîàê¥ªâ¨¢­ë¬.  ¯à¨¬¥àã, á®£« á­® à¥§ã«ìâ âã . à © ­ 
¨ .  æ¥¤®­áª®© ¨§ [15℄, ¤«ï ¢áïª®£® ¬­®£®®¡à §¨ï V, á¢®¡®¤­ë¥ £àã¯¯ë
ª®â®à®£® ­¨«ì¯®â¥­â­ë, £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå £à-
ã¯¯ F/V(F )| àãç­ë¥ [15℄; á¯¨á®ª ¨§¢¥áâ­ëå àãç­ëå £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå ¯à¨¢®¤¨âáï ¢ [12, â¥®à¥¬ 
1.6℄. ãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨¬¥àë £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå
£àã¯¯ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , ­¥ ï¢«ïîé¨åáï àãç­ë¬¨ [12℄.
. à © ­ ¨ . ¢ ­á ãª §ë¢ îâ [12℄, çâ® ¥á«¨ £àã¯¯  Aut(G) áç¥â­®©
®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë G ¡®£ â  £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨,
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â®, à ááã¤ ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ â ª ¥ ª ª ¨ ¢ [35℄, ¬®­® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ íâ®£® ®¡á-
â®ïâ¥«ìáâ¢ , çâ® £àã¯¯  Aut(G) ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® ¬ «®£® ¨­¤¥ªá  ¨ ­¥áç¥â­ãî
ª®­ä¨­ «ì­®áâì.
¥à¥§ 2n ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¥­¨© ®à¤¨­ «  n ∈ ω ¢ 2 =
{0, 1}, 2<ω | íâ® ¬­®¥áâ¢®
⋃
n∈ω 2
n,   2ω |¬­®¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¥­¨© ω ¢
2. á«¨ s ∈ 2n, â® ŝ 0 (á®®â¢. ŝ 1) | íâ® ¯à®¤®«¥­¨¥ s ­  n+1, ¯à¨­¨¬ îé¥¥
§­ ç¥­¨¥ 0 (á®®â¢. 1) ­  n.
ǱãáâìM|áç¥â­ ï ω-ª â¥£®à¨ç­ ï ¨ ω-áâ ¡¨«ì­ ï áâàãªâãà . ¤¥ï ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ [35℄, ã¯®¬ï­ãâëå ¢ëè¥, á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ¨­¤ãª-
æ¨¥© ¯® í«¥¬¥­â ¬ s ¡¨­ à­®£® ¤¥à¥¢  2<ω £¥­¥à¨ç¥áª¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
γs, gsb0, gsb1 â ª¨å, çâ®:
(i) ¤«ï ª ¤®£® σ ∈ 2ω ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (γσ↾n) ¤®«­  ¡ëâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«-
ì­®áâìî ®è¨;
(ii) ¥á«¨ γpi ®¡®§­ ç ¥â lim γpi↾n, £¤¥ pi ∈ 2ω, â® γσ 6= γpi ¤«ï ¢á¥å σ, pi ∈ 2ω ¨





τ = gsb1. (1)
Ǳà¨ íâ®¬ ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨© ­   ¢â®¬®àä¨§¬ë gs, ª®â®à®¥ ¬®¥â ¡ëâì ­ §¢ ­®
0-1 ãá«®¢¨¥¬, ¢ àì¨àã¥âáï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª ª®© æ¥«¨ ¬ë å®â¨¬ ¤®¡¨âì-
áï.  ¯à¨¬¥àã, ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¤®ª § âì (®â ¯à®â¨¢­®£®), çâ® ¯®¤£àã¯¯  H
£àã¯¯ë Aut(M), ¨¬¥îé ï ¬ «ë© ¨­¤¥ªá, ®âªàëâ , gsb0 ¢ë¡¨à îâ ¢ H,   gsb1
| ¢­¥ H. ®£¤  ¨§ (1) á«¥¤ã¥â, çâ® H ¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 2ℵ0 , ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
. . ¨àª®¢ [8℄, á«¥¤ãï ¨¤¥ï¬ . à © ­  ¨ . ¢ ­á  ¨§ [12℄, ¯®ª § «, çâ®
¢áïª ï á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¨ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  â®¥ ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢®
¬ «®£® ¨­¤¥ªá ,   ¥¥ £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ | ­¥áç¥â­ãî ª®­ä¨­ «ì­®áâì.
Ǳãáâì X | ¡ §¨á ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ .
àã¯¯  Aut
n,X (F ) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ F, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¯¥à¥¬¥é-
 îé¨å ­¥ ¡®«¥¥ ª®­¥ç­®£® ç¨á«  í«¥¬¥­â®¢ X .
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®¯à®á 1. Ǳãáâì F | á¢®¡®¤­ ï (á¢®¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢ , á¢®¡®¤­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï,
á¢®¡®¤­ ï à §à¥è¨¬ ï) £àã¯¯  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ ,   X | íâ® ­¥ª®â®àë©
¡ §¨á F. ¥à­® «¨, çâ® ¯®¤£àã¯¯  H £àã¯¯ë Aut(F ) ®âªàëâ  ¢ â®¬ ¨ â®«-
ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ Aut(F ) = HAut
n,X (F )?
­ ç¥ £®¢®àï, ¬ë âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ®âªàëâë¥ ¯®¤£àã¯¯ë Aut(F ) ¤®¯ãáª «¨
®¯¨á ­¨¥ ¢ ¤ãå¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â  ¨§ [41℄ ®¡ ®âªàëâëå ¯®¤£à-
ã¯¯ å ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¡¥áª®­¥ç­ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯.
Ǳà¨¬¥­ïï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, . à © ­ ¨ . . ®¬ ­ìª®¢ [16℄ ¯®«ã-
ç¨«¨ àï¤ ¨­â¥à¥á­ëå ®¡é¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ® £àã¯¯ å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«-
ì­® á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à (â.¥. á¢®¡®¤­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨§ ¬­®£®®¡à §¨©  «£¥¡à |
áâàãªâãà ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ¢ ï§ëª ª®â®àëå ¢å®¤ïâ â®«ìª® äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥
á¨¬¢®«ë).
Ǳ¥à¢ë© ªàã£ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ [16℄ ®â­®á¨âáï ª á¢®¡®¤­ë¬ ¯®¤£àã¯¯ ¬ £à-
ã¯¯ å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ .
¡®¡é ï ¨§¢¥áâ­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ å, . à © ­ ¨ . . ®¬ ­-
ìª®¢ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¥á«¨ F |®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£  κ, â® £àã¯¯  Γ = Aut(F ) ¨¬¥¥â ¢áî¤ã ¯«®â­ë¥ á¢®¡®¤­ë¥ ¯®¤£à-
ã¯¯ë «î¡®© ¬®é­®áâ¨ ν, £¤¥ |F | 6 ν 6 2κ. é¥ ®¤¨­ à¥§ã«ìâ â ® á¢®¡®¤­-
ëå ¯®¤£àã¯¯ å Aut(F ) £®¢®à¨â, ­¥ä®à¬ «ì­®, ® â®¬, çâ® "¡®«ìè¨­áâ¢®"
ª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå ¯®¤£àã¯¯ Aut(F ) | íâ® á¢®¡®¤­ë¥ £àã¯¯ë.  ¨¬¥­­®,
¬­®¥áâ¢® Φn ¢á¥å ­ ¡®à®¢ (ϕ1, . . . , ϕn) ¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ Γ
n, â ª¨å, çâ®
¯®¤£àã¯¯  〈ϕ1, . . . , ϕn〉, ¯®à®¤¥­­ ï  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨ ϕ1, . . . , ϕn,|á¢®¡®¤­ ï
£àã¯¯  à ­£  n, ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢ Γn.
Ǳãáâì pi |  ¢â®¬®àä¨§¬ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë F ¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£ , ¤¥©áâ¢ãîé¨© ­  ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª  á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨
æ¨ª« ¬¨ ¨ ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨­ëå í«¥¬¥­â®¢. ®£¤ , ª ª ¯®ª § ­® ¢ [16℄, ­®à¬ «-
ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ pi ¢ Aut(F ) ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®â­®© ¯®¤£àã¯¯®© Aut(F ). 
­¥ª®â®àëå á«ãç ïå ãª § ­­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ¬®¥â, ª®­¥ç­®, á®¢¯ ¤ âì
á Aut(F ). â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®, ­ ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ F |  «£¥¡à  ¢ ¯ãáâ®¬ ï§ëª¥, ¥á«¨
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F | íâ® ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ â¥«®¬ [54℄, ¥á«¨ F | á¢®¡®¤­ ï ­¨«-
ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  [56℄ ¨ â.¯. ¨¥ ¬ë ¥é¥ ¢¥à­¥¬áï ª
®¡áã¤¥­¨î íâ®© â¥¬ë.
«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¨¬¥¥â àï¤ ¨­â¥à¥á­ëå â¥®à¥â¨ª®-£àã¯¯®¢ëå á«¥¤á-
â¢¨© [16℄.
1.1. Ǳãáâì F | ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , X |
­¥ª®â®àë© ¡ §¨á F, Γ = Aut(F ) ¨ Sym(X ) | ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ F, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  X ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨. ®£¤ 
Aut(F ) = 〈piΓ(U)pi
−1 : pi ∈ Sym(X )〉,
£¤¥ U | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¥áâ¢® F.  ç áâ­®áâ¨, Γ ­¥ ¨¬¥¥â
á®¡áâ¢¥­­ëå ­®à¬ «ì­ëå ®âªàëâëå ¯®¤£àã¯¯.
Ǳãáâì â¥¯¥àì F | ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ ,
¨¬¥îé ï á¢®©áâ¢® ¬ «®£® ¨­¤¥ªá . á«¨ ¡ë £àã¯¯  Aut(F ) ¨¬¥«  á®¡áâ¢¥­­-
ãî ­®à¬ «ì­ãî ¯®¤£àã¯¯ã ¨­¤¥ªá  < 2ℵ0, â® â ª ï ¯®¤£àã¯¯  ¡ë«  ¡ë ®âªàëâ®©,
çâ® ­¥¢®§¬®­® ¯® 1.1. ®­® ¯®ª § âì, çâ® ¢áïª ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  ¨¬¥¥â ­¥
¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­ë© £®¬®¬®àä­ë© ®¡à §. «¥¤®¢ â¥«ì­®, £àã¯¯  Aut(F ) ®¡-
ï§ ­  á®¢¯ ¤ âì á® á¢®¨¬ ª®¬¬ãâ ­â®¬ [16℄, ¨¡® ¨­ ç¥ Aut(F ) ¬®­® ¡ë«®
¡ë £®¬®¬®àä­® ®â®¡à §¨âì ­  áç¥â­ãî ­¥âà¨¢¨ «ì­ãî  ¡¥«¥¢ã £àã¯¯ã, çâ®,
ª ª ¬ë ¢¨¤¥«¨, ­¥¢®§¬®­®.
Ǳãáâì L | áç¥â­ë© ï§ëª,   V1 ⊆ V2 | ­¥ª®â®àë¥ ¬­®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à
¢ ï§ëª¥ L. Ǳãáâì, ¤ «¥¥, G | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¨§ V1,   F | á¢®¡®¤­ ï
 «£¥¡à  ¨§ V2, ¯à¨ç¥¬ ®¡¥  «£¥¡àë F,G ¨¬¥îâ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­ë© à ­£.
ë¡¨à ï ¢ F ¨ G ­¥ª®â®àë¥ ¡ §¨áë, áâà®¨¬ áîàê¥ªâ¨¢­ë© £®¬®¬®àä¨§¬
F → G, ª®â®àë©, ®ç¥¢¨¤­®, ¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ τ : Aut(F ) → Aut(G)
£àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢. Ǳãáâì T | ®¡à § τ ;  ¢â®¬®àä¨§¬ë ¨§ £àã¯¯ë T ¥á-
â¥áâ¢¥­­® ­ §ë¢ âì àãç­ë¬¨ (®â­®á¨â¥«ì­® ¬­®£®®¡à §¨ï V2). á­®, çâ® τ
§ ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á®¢ ¢ F,G, ­® ¯®á«¥ ¯¥à¥¬¥­ë ¡ §¨á®¢ ®¡à § ¨­¤ã-
æ¨à®¢ ­­®£® £®¬®¬®àä¨§¬  ¡ã¤¥â á®¯àï¥­ á T. ®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ T
ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®â­®© ¯®¤£àã¯¯®© Aut(G), ¨¡® áã¥­¨¥ τ ­  ¯®¤£àã¯¯ã
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Aut(F ), á®áâ®ïéãî ¨§  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ­ 
¢ë¡à ­­®¬ ¡ §¨á¥ F, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.
á¯®«ì§ãï â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® £àã¯¯ë Aut(F ) ¨ Aut(G) | ¯®«ìáª¨¥,
. à © ­ ¨ . . ®¬ ­ìª®¢ ®¯¨áë¢ îâ ¢ [16℄ á«¥¤ãîéãî  «ìâ¥à­ â¨¢ã
¤«ï ¯®¤£àã¯¯ë T àãç­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢: «¨¡® T = Aut(G), «¨¡® T | â®é-
¥¥ ¯®¤¬­®¥áâ¢® Aut(G) (¬­®¥áâ¢® ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨), ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬
á«ãç ¥ ¨­¤¥ªá T ¢ Aut(G) à ¢¥­ 2ℵ0 . å¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â ª®¢ : § ¬¥ç ¥¬,
çâ® τ ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ®â®¡à ¥­¨¥¬, ¨ ¯®íâ®¬ã ®¡à § ¯®«ìáª®© £à-
ã¯¯ë Aut(F ) ¢ Aut(G)| íâ®, ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥, ¬­®¥áâ¢® á® á¢®©áâ¢®¬ íà .
®£« á­® ®¤­®¬ã à¥§ã«ìâ âã . ãà â®¢áª®£®, ¢áïª ï ¯®¤£àã¯¯  á® á¢®©á-
â¢®¬ íà  ¢ ¯®«ìáª®© £àã¯¯¥ «¨¡® ®âªàëâ , «¨¡® ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¬­®¥á-
â¢®¬.  ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯®«ãç ¥¬ ¯® 1.1, çâ® T = Aut(G), ¨¡® T á®¤¥à¨â
¯®¤£àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬¨ ­  ¢ë¡à ­­®¬ ¢ëè¥
¡ §¨á¥ G. ® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¯à¨¬¥­ï¥¬ à¥§ã«ìâ â ¨§ [35℄, £« áïé¨©, çâ® â®é-
 ï ¯®¤£àã¯¯  ¯®«ìáª®© £àã¯¯ë ¨¬¥¥â ¨­¤¥ªá 2ℵ0 .
2. Ǳ®à®¤ îé¨¥ ¬­®¥áâ¢ 
ãâ«¨¢®¥ § ¬¥ç ­¨¥ ¨§ [3, áâà. 44℄ £« á¨â, çâ® ®¯¨á ­¨¥ ¯®à®¤ îé¨å
£àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë "¯à¥¤á-
â ¢«ï¥â âàã¤­®áâ¨ «¨èì ¢ á¬ëá«¥ ®¡®§­ ç¥­¨©". ¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ® ¯®à®¤ îé-
¨å ¬­®¥áâ¢ å £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå ®â­®á¨â¥«ì­®
á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¨§¢¥áâ­® ®ç¥­ì ¬ «®, çâ®, ª®­¥ç­®, ï¢«ï¥âáï á¥àì¥§­ë¬
¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ íâ¨å £àã¯¯.
Ǳ® «ã©, á ¬ë¬ ®¡é¨¬ ¨§¢¥áâ­ë¬ ä ªâ®¬ ï¢«ï¥âáï ¯à®æ¨â¨à®¢ ­­ë©
¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â ¨§ áâ âì¨ [16℄ . à © ­  ¨ . . ®¬ ­ìª®¢  ® ¯®à®¤¥­¨¨
£àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Γ = Aut(F ) ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë F ¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£  ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¯®¤£àã¯¯, á®¯àï¥­­ëå ¯®¤£àã¯¯¥ Γ(U) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ "¯¥à¥á-
â ­®¢®ç­ëå"  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ F, £¤¥ U | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¥á-
â¢® F (á¬. 1.1).
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«ï ®¯¨á ­¨ï ¯®à®¤ îé¨å £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Γ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®©
á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë A ¯à®áâ®© íªá¯®­¥­âë p ¬®­® ¯à¨¬¥­¨âì à¥§-
ã«ìâ â . ®§¥­¡¥à£  [42℄ ® ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå ®¡é¨å «¨­¥©­ëå £àã¯¯ å ­ ¤
â¥« ¬¨: Γ ¯®à®¤ ¥âáï ¢á¥¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ª« áá  ¤¢ , â.¥. â ª¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨
σ ∈ Γ, çâ® (σ − id)2 = 0.
. . ã®­ (á¬. [20℄) ­ è¥« ¥¤¨­®®¡à §­® ®¯¨áë¢ ¥¬ë¥ ¬­®¥áâ¢  ¯®à®¤ îé-
¨å ª ª ¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢-
ëå £àã¯¯, â ª ¨ ¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå á¢®¡®¤­-
ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¯à®¨§¢®«ì­®© íªá¯®­¥­âë m > 2. Ǳãáâì A | á¢®¡®¤­ ï
 ¡¥«¥¢  £àã¯¯  (á¢®¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯  íªá¯®­¥­âëm) ¨ X | íâ® ¯à®¨§¢®«-
ì­ë© ¡ §¨á A. ®£¤   ¢â®¬®àä¨§¬ θ £àã¯¯ë A ­ §ë¢ ¥âáï X -¡«®ç­®-ã­¨âà¥ã£®«ì­ë¬,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®¢¨­­®¥ ¯®¤¬­®¥áâ¢® Y ¡ §¨á  X , â ª®¥, çâ® θ ®áâ ¢«-
ï¥â ­  ¬¥áâ¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë Y ¨ ¤«ï ª ¤®£® z ∈ X \ Y
θz ≡ z (mod 〈Y〉).
(¢ ç áâ­®áâ¨, `¬ âà¨æ ' θ ¢ ¡ §¨á¥ Y∪(X\Y) ï¢«ï¥âáï ¡«®ç­®-ã­¨âà¥ã£®«ì­®©;
£®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬­®¥áâ¢® M ¤ ­­®£® ¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¥áâ¢  ï¢«ï¥âáï
¯®«®¢¨­­ë¬| "moiety" ¢  ­£«. «¨â¥à âãà¥, | ¥á«¨ ¬®é­®áâìM à ¢­  ¬®é-
­®áâ¨ ¤®¯®«­¥­¨ï M ¤® íâ®£® ¬­®¥áâ¢ .)
2.1 (. . ã®­). àã¯¯  Aut(A) ¯®à®¤ ¥âáï ¢á¥¬¨ X -¡«®ç­®-ã­¨âà¥ã£®«ì-
­ë¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨, ¨, ¡®«¥¥ â®£®, è¨à¨­  Aut(A) ®â­®á¨â¥«ì­® ¢á¥å
íâ¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 22.
 ¯®¬­¨¬, çâ® è¨à¨­  ¤ ­­®© £àã¯¯ë G ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®à®¤ îé¥£®
¬­®¥áâ¢  S | íâ® ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® k, â ª®¥, çâ® ª ¤ë©
í«¥¬¥­â £àã¯¯ë G ¬®¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥ ¡®«¥¥ k
í«¥¬¥­â®¢ ¨§ S ∪ S−1, ¨«¨ ∞, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.
¥¤ ¢­¨© ­¥®¨¤ ­­ë© à¥§ã«ìâ â . ¥à£¬ ­  [10℄ ® ¡¥áª®­¥ç­ëå á¨¬¬¥-
âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ å,   â ª¥ ¯à¥¤«®¥­­ë¥ ¨¬ ¯à®¡«¥¬ë, áâ¨¬ã«¨à®¢ «¨
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¯®ï¢«¥­¨¥ àï¤  à ¡®â ® á¢®©áâ¢ å ¯®à®¤ îé¨å ¬­®¥áâ¢ £àã¯¯  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ à §«¨ç­ëå áâàãªâãà. Ǳãáâì Ω | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¥á-
â¢®. . ¥à£¬ ­ ¯®ª § « ¢ [10℄, çâ® è¨à¨­  £àã¯¯ë Sym(Ω) ®â­®á¨â¥«-
ì­® «î¡®£® ¬­®¥áâ¢  ¯®à®¤ îé¨å ª®­¥ç­ . ë ­ §ë¢ ¥¬ £àã¯¯ã G £à-
ã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë, ¥á«¨ ¥¥ è¨à¨­  ®â­®á¨â¥«ì­® «î¡®£® ¯®à®¤ îé-
¥£® ¬­®¥áâ¢  ª®­¥ç­  (§ ¬¥â¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§ãîâáï â ª¥ â¥à¬¨­ë ª ª "á¢®©á-
â¢® ¥à£¬ ­  "£àã¯¯ë ®£à ­¨ç¥­­®£® ¤¨ ¬¥âà  í«¨" ¨ â.¯.).
Ǳ®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¯¥à¢ë© ¯à¨¬¥à ¡¥áª®­¥ç­®© £àã¯¯ë ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë ¡ë«
­ ©¤¥­ . ¥« å®¬ ¢ à ¡®â¥ [47℄ 1980 £®¤ . â  à ¡®â  á®¤¥à¨â ¯à¨¬¥à
­¥áç¥â­®© £àã¯¯ë G, ª®â®à ï ¨¬¥¥â è¨à¨­ã ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 240 ¯® ®â­®è¥­¨î
ª ª ¤®¬ã á¢®¥¬ã ¯®à®¤ îé¥¬ã ¬­®¥áâ¢ã.
 ¯¥à¢®© ¢¥àá¨¨ ¯à¥¯à¨­â  [9℄, ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¬ áâ âì¥ [10℄, . ¥à£¬ ­
áä®à¬ã«¨à®¢ « ­¥áª®«ìª® ¢®¯à®á®¢ ® â®¬, ï¢«ïîâáï «¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ à §«¨ç­ëå ª« áá¨ç¥áª¨å áâàãªâãà £àã¯¯ ¬¨ ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë. 
ç áâ­®áâ¨. ®­ ¯à¥¤«®¨« ¯à® ­ «¨§¨à®¢ âì á¨âã æ¨î ¤«ï £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ¬­®¥áâ¢  ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« R ª ª ¡®à¥«¥¢áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,
¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®¤­®à®¤­ëå ¡ã«¥¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­-
ëå ®¡é¨å «¨­¥©­ëå £àã¯¯, ¤«ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£ ,   â ª¥ ¤«ï àï¤  ¤àã£¨å £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢. ®«¥¥ â®£®, . ¥à£¬ ­®¬
¡ë«  ¢ëáª § ­  ®¡é ï £¨¯®â¥§  ® â®¬, çâ® ­®¢ë¥ ¯à¨¬¥àë £àã¯¯ ª®­¥ç­®©
è¨à¨­ë ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë "áà¥¤¨ £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ áâàãªâãà, ª®â®àë¥
¬®£ãâ ¡ëâì `á®¡à ­ë' ¨§ ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  ª®¯¨© á ¬¨å á¥¡ï".
áª®à¥ ¯®á«¥ ¯®ï¢«¥­¨ï ¯à¥¯à¨­â  . ¥à£¬ ­  . à®áâ¥ ¨ . ñ¡¥«ì
[23℄ ®â¢¥â¨«¨ ¯®«®¨â¥«ì­® ­  ¢®¯à®á . ¥à£¬ ­  ® £àã¯¯¥  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢R ª ª ¡®à¥«¥¢áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢ ,    ¢â®à ¯®«ãç¨« [54℄, â®¥ ¯®«®¨â¥«-
ì­ë©, ®â¢¥â ¤«ï á«ãç ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå ®¡é¨å «¨­¥©­ëå £àã¯¯. àã£¨¥
¯à¨¬¥àë £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ï¢«ïîé¨åáï £àã¯¯ ¬¨ ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë,
¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë ¢ à ¡®â å [24, 39℄.
â¥¯¥­ìîXk ¯®à®¤ îé¥£® ¬­®¥áâ¢ X ¤ ­­®© £àã¯¯ë G ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì
¬­®¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥ ¡®«¥¥
ç¥¬ k í«¥¬¥­â®¢ ¨§ X.
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á­®¢­ ï ¨¤¥ï à ¡®âë . ¥à£¬ ­  [10℄ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ­¥ª®â®à ï
áâ¥¯¥­ìXm «î¡®£® ¯®à®¤ îé¥£® ¬­®¥áâ¢ X ¡¥áª®­¥ç­®© á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©
£àã¯¯ë Sym(Ω) á®¤¥à¨â áâ ¡¨«¨§ â®à ¢¨¤  Γ(I),{J} (§¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ «î¡®©
á¨¬¢®« ¢¨¤  Γ∗1,∗2 ãª §ë¢ ¥â ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯®¤£àã¯¯ Γ∗1 ¨ Γ∗2). £¤¥ Γ =
Sym(Ω),   Ω = I ∪ J | à §¡¨¥­¨¥ Ω ­  ¯®«®¢¨­­ë¥ ¯®¤¬­®¥áâ¢ .  «¥¥
. ¥à£¬ ­ ¯®«ì§ã¥âáï â¥¬, çâ® ¯ à  áâ ¡¨«¨§ â®à®¢ Γ(I),{J} ∪ piΓ(I),{J}pi
−1,
£¤¥ pi|¯®¤å®¤ïé ï ¯¥à¥áâ ­®¢ª , ¯®à®¤ ¥â Sym(Ω) (ä ªâ, ¡ëáâà® ¢ëâ¥ª îé-
¨© ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë [22℄) ¨ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï è¨à¨­ 
à ¢­  3.á­®, çâ® â®£¤  Sym(Ω) ⊆ X3(2k+m), £¤¥ k|¤«¨­  ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ pi ¯®
®â­®è¥­¨î ª ¯®à®¤ îé¥¬ã ¬­®¥áâ¢ã X. â¬¥â¨¬, çâ® ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¥
«¨­¥©­ë¥ £àã¯¯ë ­ ¤ â¥« ¬¨ â®¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®à®¤¥­ë ¯ à ¬¨ áâ ¡¨«¨§ â®à®¢
¢¨¤  Γ(∗),{∗} [31, 40, 54℄.
ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª«îç¥¢®© à¥§ã«ìâ â . ¥à£¬ ­  ¬®¥â ¡ëâì ®¡®¡é¥­
­  ¯®à®¤ îé¨¥ ¬­®¥áâ¢  £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ®â­®á¨â¥«-
ì­® á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ . Ǳãáâì F |®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï
 «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ .  §®¢¥¬ ¯®¤ «£¥¡àã U  «£¥¡àë F ¯®«®¢¨­­®©,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â à §«®¥­¨¥ F = U ∗ V ¢ á¢®¡®¤­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, â ª®¥,
çâ® ®¡  á¢®¡®¤­ëå ¬­®¨â¥«ï U, V ¨§®¬®àä­ë F. á«¨ â¥¯¥àì X | íâ®
¯®à®¤ îé¥¥ ¬­®¥áâ¢® Γ = Aut(F ), â®, ª ª ¯®ª § «  ¢â®à ¢ [56℄, ¯®¤å®¤-
ïé ï áâ¥¯¥­ì X á®¤¥à¨â áâ ¡¨«¨§ â®à ¢¨¤  Γ(U),{V }, £¤¥ F = U ∗ V |
à §«®¥­¨¥ F ¢ á¢®¡®¤­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®«®¢¨­­ëå ¯®¤ «£¥¡à.
¡®¡é ï ¨§¢¥áâ­ë¥ ¯à¨¬¥àë [41, 10, 31, 40℄, ¢¢®¤¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥
[56℄. ǱãáâìV|¬­®£®®¡à §¨¥  «£¥¡à. ®¢®à¨¬, çâ®V ï¢«ï¥âáï BMN-¬­®£®®¡à §¨¥¬
(Bergman-Mapherson-Neumann variety), ¥á«¨ ¤«ï ª ¤®© á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë
F ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , ¯à¨­ ¤«¥ é¥©V, £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Γ = Aut(F )
¯®à®¤ ¥âáï ¯ à®© áâ ¡¨«¨§ â®à®¢
Γ(U1),{U2∗W} ¨ Γ(U2),{U1∗W}, (2)
£¤¥ F = U1 ∗ U2 ∗W | à §«®¥­¨¥ F ¢ á¢®¡®¤­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®«®¢¨­­ëå
¯®¤ «£¥¡à.
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 áá¬®âà¥­­ë¥ ¢ëè¥ ¯à¨¬¥àë ¬®£ãâ ¡ëâì â®£¤  ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ ­ë ¢ â®¬
¤ãå¥, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  «£¥¡à ¢ ¯ãáâ®¬ ï§ëª¥ ¨ «î¡®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥
¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ | íâ® BMN-¬­®£®®¡à §¨ï.
á¯®«ì§ãï ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­ë© à¥§ã«ìâ â ® áâ ¡¨«¨§ â®à å ¢ áâ¥¯¥­ïå ¯®à®¤ îé-
¨å ¬­®¥áâ¢, ­¥âàã¤­® ¤®ª § âì, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢Aut(F ) á¢®¡®¤­®©
 «£¥¡àë F ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¨§ BMN-¬­®£®®¡à §¨ï ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®©
è¨à¨­ë ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ è¨à¨­  Aut(F ) ®â­®á¨â¥«ì­®
«î¡®£® ¯®à®¤ îé¥£® ¬­®¥áâ¢  ¢¨¤  (2) ª®­¥ç­ . ¯à ¢¥¤«¨¢ â ª¥ á«¥¤-
ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.
2.2 ([56℄). Ǳãáâì F | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¨§ BMN-¬­®£®®¡à §¨ï.
®£¤  £àã¯¯  Aut(F ) ¯®à®¤ ¥âáï ¨­¢®«îæ¨ï¬¨, á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ª®¬¬-
ãâ ­â®¬ ¨ ¨¬¥¥â ª®­ä¨­ «ì­®áâì, áâà®£® ¡®«ìèãî, ç¥¬ à ­£ F. á«¨,
ªà®¬¥ â®£®, £àã¯¯  Aut(F ) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë, â® £àã¯¯ 
Aut(F ) ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® FA.
 ¯®¬­¨¬, çâ® ¤ ­­ ï £àã¯¯  G ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® FA, ¥á«¨ ¢áïª®¥ ¤¥©áâ¢¨¥
G ­  ¤¥à¥¢¥ ¡¥§ ¨­¢¥àá¨© ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨­ãî â®çªã [43, à §¤¥« 6.1℄.
 à ¡®â¥ [56℄  ¢â®à ¯®ª § «, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¯à®¨§¢®«ì­®©
¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© (á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®©) £à-
ã¯¯ë ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë. å¥¬  ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ®
£àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(A) ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®©
£àã¯¯ë A ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë â ª®¢  [56℄: ¢ë¡¨à ¥âáï ª ª®©-
­¨¡ã¤ì ¡ §¨á X £àã¯¯ë A, áâà®ïâáï ¯®«®¢¨­­ë¥ ¯àï¬ë¥ á« £ ¥¬ë¥ U1, U2,W,
¯®à®¤¥­­ë¥ ¯®«®¢¨­­ë¬¨ ¯®¤¬­®¥áâ¢ ¬¨, ¤ îé¨¬¨ à §¡¨¥­¨¥ X , ¨ ¯à®¢¥à-
ï¥âáï, çâ® ¤«¨­ë ¢á¥å X -¡«®ç­®-ã­¨âà¥ã£®«ì­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ A ¯® ®â­®è¥­¨î
ª ¯®à®¤ îé¥¬ã ¬­®¥áâ¢ã
Γ(U1),{U2+W} ∪ Γ(U2),{U1+W}
®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã; ¯®á«¥ íâ®£® ¯à¨¬¥­ï¥âáï 2.1.  ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯ 
Aut(A) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë,   ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå
£àã¯¯ ï¢«ï¥âáï BMN-¬­®£®®¡à §¨¥¬.
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á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ â ® á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ å, ¤®ª §ë¢ ¥¬ ¨­¤ãª-
æ¨¥© ¯® c, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Γ = Aut(N) ¯à®¨§¢®«ì­®© ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®©
á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë áâã¯¥­¨ c ¯®à®¤ ¥âáï ¯ à®© áâ ¡¨«¨§ â®à®¢
¢¨¤  (2) ¨ çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï è¨à¨­  ª®­¥ç­ . «¥¤®¢ â¥«ì­®, «î¡®¥
¬­®£®®¡à §¨¥ Nc ¢á¥å ­¨«ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ áâã¯¥­¨ 6 c ï¢«ï¥âáï BMN-
¬­®®¡à §¨¥¬.
Ǳ®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¯®¤®¡­ë¥ à ááã¤¥­¨ï âàã¤­® ¯à¨á¯®á®¡¨âì ¤«ï ¨§ãç¥­¨ï
£àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯.
®¯à®á 2. ¢«ï¥âáï «¨ ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å £àã¯¯ BMN-¬­®£®®¡à §¨¥¬?
á«¨ ®â¢¥â ­  ¯®á«¥¤­¨© ¢®¯à®á ¯®«®¨â¥«¥­, â® ¯® 2.2 £àã¯¯   ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ «î¡®© ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬
ª®¬¬ãâ ­â®¬. ëè¥ ¬ë ®â¬¥ç «¨, çâ® á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  F áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç-
­®£® à ­£  ¨¬¥¥â á¢®©áâ¢® ¬ «®£® ¨­¤¥ªá , ¨ ¯®â®¬ã £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢
F á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ª®¬¬ãâ ­â®¬ [12, 16℄.  ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â¢¥â ­  á«¥¤-
ãîé¨© ¢®¯à®á, | ª®â®àë©, ª®­¥ç­®, ¬®­® à áá¬ âà¨¢ âì ¢­¥ § ¢¨á¨¬®á-
â¨ ®â ¢®¯à®á  2, | ¯®«®¨â¥«¥­ ¤«ï á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£ .
®¯à®á 3. Ǳãáâì F | ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ . ¥à­® «¨,
çâ® £àã¯¯  Aut(F ) á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ª®¬¬ãâ ­â®¬?
®¯à®á . ¥à£¬ ­  ® £àã¯¯ å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£®
à ­£  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï âàã¤­ë¬. ¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ª ª ¯®ª § «  ¢â®à ¢ à ¡®â¥ [56℄
£àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¤¥©á-
â¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë.
¯¨è¥¬ ¨¤¥î ®â¢¥â  ­  ¢®¯à®á . ¥à£¬ ­  ¤«ï á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ áç¥â­®-
¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  (¢áî¤ã ¢ ¤ ­­®¬  ¡§ æ¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨
®¡®§­ ç¥­¨ï, ¢¢¥¤¥­­ë¥ ­  áâà. 5 ¯à¨ ®¡áã¤¥­¨¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ à ¡®âë
[35℄). Ǳãáâì F | á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ ; ­ ¯®¬­¨¬,
çâ® á®£« á­® à¥§ã«ìâ â ¬ ¨§ à ¡®âë [12℄ £àã¯¯  Aut(F ) ¡®£ â  £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨
 ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨. Ǳà¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ­ ©¤¥âáï ¯®à®¤ îé¥¥ ¬­®¥áâ¢® X
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£àã¯¯ë Aut(F ), ¯® ®â­®è¥­¨î ª ª®â®à®¬ã íâ  £àã¯¯  ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­ãî
è¨à¨­ã. ®£¤  ¬®­®, ¤¥©áâ¢ãï ª ª ¨ ¢ ãª § ­­ëå à ¡®â å, à¥ «¨§®¢ âì ¨£àã
á £¥­¥à¨ç¥áª¨¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨ £àã¯¯ë F, áâà®ï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® í«¥¬¥­â ¬
s ¡¨­ à­®£® ¤¥à¥¢  2<ω £¥­¥à¨ç¥áª¨¥  ¢â®¬®àä¨§¬ë γs, gsb0, gsb1, ã¤®¢«¥â¢®à-
ïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (i-iii), ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬¨ ­  áâà. 5, ¨ á«¥¤ãîé¥¬ã 0-1 ãá«®¢¨î:
gsb0 ∈ X
n
¨ gsb1 6∈ X
3n.
§ ä®à¬ã«ë (1) ¬®­® ¢ë¢¥áâ¨, çâ® ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ σ, pi ∈ 2ω â ª®¢ë, çâ® ¤«ï
­¥ª®â®à®£® s ∈ 2n ¬ë ¨¬¥¥¬, çâ® σ ¯à®¤®« ¥â ŝ0,   pi ¯à®¤®« ¥â ŝ1, â®
¤«¨­   ¢â®¬®àä¨§¬  γσγ
−1
pi ¯® ®â­®è¥­¨î ª X áâà®£® ¡®«ìè¥ n.  ç áâ­®áâ¨,
áãé¥áâ¢ã¥â ­¥áç¥â­® ¬­®£® ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢¨¤  γσ, £¤¥
σ ∈ 2ω,  , §­ ç¨â, ­¥ª®â®à ï áâ¥¯¥­ì Xn ¯®à®¤ îé¥£® ¬­®¥áâ¢  X â®¥
á®¤¥à¨â ­¥áç¥â­® ¬­®£®  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ãª § ­­®£® ¢¨¤ .  â ª®¬ á«ãç ¥
¬®­® ­ ©â¨ m > 2n ¨ í«¥¬¥­âë γσ, γpi ¨§ X
n, ¤«ï ª®â®àëå ¨¬¥¥¬:
σ ↾m = τ ↾m ¨ σ ↾m+ 1 6= τ ↾m+ 1.





®â­®è¥­¨î ª X ¯à¥¢®áå®¤¨â m, ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.
®¯à®á 4 (. ¥à£¬ ­). ¥à­® «¨, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ «î¡®©
¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë?
® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® â ª¨¥ àãç­ë¥ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­®
á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ , ª ª £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­-
ëå á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢ëå ¨ á¢®¡®¤­ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ â®¥ ®ª § «¨áì
£àã¯¯ ¬¨ ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë (¢­¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â à ­£ ), ¯®§¢®«ï¥â ­ ¤¥ïâìáï
­  â®, çâ® ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå
á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡ã¤ãâ £àã¯¯ ¬¨ ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë.
ë ¢¨¤¥«¨ à ­¥¥, çâ® ª®­ä¨­ «ì­®áâì £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ «î¡®© ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®©
á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© (á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®©) £àã¯¯ë N áâà®£® ¡®«ìè¥, ç¥¬
|N |. â® ¯®§¢®«ï¥â ­ ¤¥ïâìáï, çâ® à¥§ã«ìâ â . à © ­  ¨ . ¢ ­á  ® ­¥á-
ç¥â­®© ª®­ä¨­ «ì­®áâ¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë áç¥â­®-
¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¬®­® ®¡®¡é¨âì.
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®¯à®á 5. Ǳãáâì F | á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ . Ǳà¥¢®áå®¤¨â
«¨ ª®­ä¨­ «ì­®áâì £àã¯¯ë Aut(F ) à ­£ £àã¯¯ë F ?
®£« á­® 2.2, £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë F ¨§
BMN-¬­®£®®¡à §¨ï ¯®à®¤ ¥âáï ¨­¢®«îæ¨ï¬¨. ®«¥¥ â®ç­®, ¥á«¨ B | íâ®
ª ª®©-­¨¡ã¤ì ¡ §¨á F, â® £àã¯¯  Aut(F ) á®¢¯ ¤ ¥â á ­®à¬ «ì­ë¬ § ¬ëª ­¨¥¬
¨­¢®«îæ¨¨ pi, ª®â®à ï ¤¥©áâ¢ã¥â ­  B ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ¯®àï¤ª  ¤¢ , â ª ï,
çâ® ¥¥ ­®á¨â¥«ì à ¢­®¬®é¥­ ¬­®¥áâ¢ã ­¥¯®¤¢¨­ëå í«¥¬¥­â®¢ [56℄.  ª
ª ª ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¨ ¢á¥ ¬­®£®®¡à §¨ï Nc ï¢«ïîâáï
BMN-¬­®£®®¡à §¨ï¬¨, â® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®©
á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®© (á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë) ¥áâì ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥
­¥ª®â®à®© ¨­¢®«îæ¨¨ (áà. á æ¨â¨à®¢ ­­ë¬ à ­¥¥ à¥§ã«ìâ â®¬ ¨§ [16℄, ãâ¢¥à¤ îé-
¨¬, çâ® ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ¯®¤å®¤ïé¥£® "¯¥à¥áâ ­®¢®ç­®£®"  ¢â®¬®à-
ä¨§¬  ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë F ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¢áî¤ã ¯«®â­®
¢ Aut(F )).
®¯à®á 6. Ǳãáâì F | ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ . ¥à­®
«¨, çâ® Aut(F ) ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬ § ¬ëª ­¨¥¬ ¯®¤å®¤ïé¥© ¨­¢®«îæ¨¨
(­¥ª®â®à®£®  ¢â®¬®àä¨§¬  £àã¯¯ë F )?
î¡®¯ëâ­® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¥á«¨ F | ­¥ ¡¥«¥¢  á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ª®­¥ç­®£®
à ­£ , â® Aut(F ) ¥áâì ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ¨­¢®«îæ¨¨, ª®â®à ï ¤¥©áâ¢ã¥â
­  ­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ F ª ª ¯¥à¥áâ ­®¢ª  á ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ æ¨ª«®¬ ¤«¨­ë ¤¢ 
[13℄. . à ©¤á®­ ¨ . ®£â¬ ­­,  ¢â®àë ¯®á«¥¤­¥£® à¥§ã«ìâ â , ¯à¨¬¥­¨«¨
¥£® ¤«ï ®¯¨á ­¨ï ¢®§¬®­ëå £®¬®¬®àä­ëå ®¡à §®¢ £àã¯¯ë Aut(F ).
î¡®© £®¬®¬®àä­ë© ®¡à § £àã¯¯ë ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë | íâ® â®¥ £à-
ã¯¯  ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë. Ǳ®íâ®¬ã, áª ¥¬, «î¡®© £®¬®¬®àä­ë© ®¡à § £à-
ã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ®¡-
ï§ ­ ¡ëâì £àã¯¯®© ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë, çâ®, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ á¢®¡®¤­ëå £à-
ã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£ , ­ ª« ¤ë¢ ¥â á¥àì¥§­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  £®¬®¬®àä­ë¥
®¡à §ë £àã¯¯ë Aut(F ).  íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï ¤¢¥ á«¥¤ãîé¨¥ ¯à®¡«¥¬ë ¨¬¥îâ
¢ ­®¥ §­ ç¥­¨¥.
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®¯à®á 7 (. ¥à£¬ ­, [10℄). ãé¥áâ¢ã¥â «¨ áç¥â­®-¡¥áª®­¥ç­ ï £àã¯¯ 
ª®­¥ç­®© è¨à¨­ë?
®¯à®á 8 (. à®áâ¥, . ñ¡¥«ì, [23℄). ãé¥áâ¢ã¥â «¨ £àã¯¯  ª®­¥ç­®©
è¨à¨­ë, ¨¬¥îé ï áç¥â­ãî ª®­ä¨­ «ì­®áâì?
 ¯®¬­¨¬, çâ® ¥á«¨ G | íâ® ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ , â® IA(G)
| íâ® £àã¯¯  â ª ­ §ë¢ ¥¬ëå IA- ¢â®¬®àä¨§¬®¢, â.¥.  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ¤¥©á-
â¢ãîé¨å â®¤¥áâ¢¥­­® ­   ¡¥«¨§ æ¨¨G. ®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® £àã¯¯  IA(F )
¢á¥å IA- ¢â®¬®àä¨¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ª®­¥ç­®£® à ­£  n ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «-






αxi = xi, i 6= 1, 2,
£¤¥ x1, . . . , xn | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¡ §¨á F.
ë«® ¡ë ¨­â¥à¥á­® ¯à®¢¥à¨âì, á¯à ¢¥¤«¨¢ «¨  ­ «®£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï
¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯.
®¯à®á 9. Ǳãáâì F | ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ . ãé¥á-
â¢ã¥â «¨ IA- ¢â®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ë F (­¥ª®â®à®¥ "­¥¡®«ìè®¥" ¬­®¥áâ¢®
IA- ¢â®¬®àä¨§¬®¢), ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ª®â®à®£® ¢ £àã¯¯¥ Aut(F ) ¥áâì
¯®¤£àã¯¯  IA(F )?
Ǳãáâì F | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ­¥ ¡¥«¥¢  á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ . ª ¥¬ ¯à¨¬¥à
¬­®¥áâ¢  IA- ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥ ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â
á £àã¯¯®© IA(F ), ¢ á«ãç ¥, ¥á«¨ à ­£ F ª®­¥ç¥­, ¨ ­®à¬ «ì­®¥ § ¬ëª ­¨¥
ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â, ¢®§¬®­®, á £àã¯¯®© IA(F ) ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥.  §®¢¥¬
á¨¬¬¥âà¨¥© ¨­¢®«îæ¨î £àã¯¯ë F, ª®â®à ï ®¡à é ¥â ¢á¥ í«¥¬¥­âë ­¥ª®â®à®£®
¡ §¨á  F. á­®, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå á¨¬¬¥âà¨© ¨­¤ãæ¨àã¥â âà¨¢¨ «ì­ë©
 ¢â®¬®àä¨§¬  ¡¥«¨§ æ¨¨ F. ®£¤ , ¥á«¨ à ­£ F ª®­¥ç¥­, â® ­®à¬ «ì­®¥
§ ¬ëª ­¨¥ ¬­®¥áâ¢  ¢á¥å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¯ à á¨¬¬¥âà¨© ¢ £àã¯¯¥ Aut(F )
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¥áâì ¯®¤£àã¯¯  IA(F ), ¨¡® ãª § ­­ë© ¢ëè¥  ¢â®¬®àä¨§¬ α «¥£ª® ¯à¥¤á-
â ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¤¢ãå á¨¬¬¥âà¨©.
3. ¢â®¬®àä¨§¬ë
« áá¨ä¨ª æ¨ï ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ( ¢â®¬®àä¨§¬®¢) ¤«ï ®á­®¢­ëå â¨¯®¢ «¨­¥©­-
ëå £àã¯¯ ­ ¤ â¥« ¬¨, ¯®«ãç¥­­ ï ¢ ª« áá¨ç¥áª¨å à ¡®â å . ì¥¤®­­¥,
. ¨ªª àâ  ¨ ¤àã£¨å  ¢â®à®¢, ®¡ãá«®¢¨«  ¯®ï¢«¥­¨¥ ¢ ­®© à ¡®âë .-
. ã  ¨ .  ©­¥à  [36℄ 1951 £®¤ , ¢ ª®â®à®© ¡ë«® ­ ©¤¥­® ®¯¨á ­¨¥  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£ 
(ã­¨¬®¤ã«ïà­ëå £àã¯¯ GL(n,Z)). àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢-
ëå £àã¯¯ § ­¨¬ îâ ®á®¡®¥ ¬¥áâ® áà¥¤¨ £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«-
ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯, ¨¡® íâ¨ £àã¯¯ë ¬®£ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª £àã¯¯ë
 ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå ¬®¤ã«¥© (­ ¤ Z), çâ® ¯®§¢®«¨«® .-. ã  ¨ .  ©­¥àã
¯à¨¬¥­¨âì àï¤ ¬¥â®¤®¢, à §à ¡®â ­­ëå ¤«ï ¨§ãç¥­¨ï £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ­ ¤ â¥« ¬¨.
Ǳãáâì A | á¢®¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£  n > 3.  ª ¯®ª § ­®
¢ à ¡®â¥ [36℄, ¢ £àã¯¯¥ Aut(Aut(A)) ¨¬¥¥âáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥âëà¥å á¬¥­ëå ª« á-
á®¢ ¯® ¯®¤£àã¯¯¥ Inn(Aut(A)) ¢­ãâà¥­­¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ë Aut(A):  
¨¬¥­­®, à®¢­® ç¥âëà¥ ª« áá , ¥á«¨ n | ç¥â­®, ¨ à®¢­® ¤¢  ª« áá , ¥á«¨ n
­¥ç¥â­®.  ª ¨ ¢ á«ãç ¥, áª ¥¬, ®¡é¨å «¨­¥©­ëå £àã¯¯ ­ ¤ â¥« ¬¨, ®¤¨­
¨§ ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ª« áá®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï (¯à¨ «î¡®¬ n) ª®­âà £à ¤¨¥­â­ë¬
 ¢â®¬®àä¨§¬®¬ R1,   ¤¢  ¤àã£¨å (â®«ìª® ¯à¨ ç¥â­®¬ n) |  ¢â®¬®àä¨§¬®¬
R2(σ) = det σ · σ ¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ R1R2.
®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ®¡  ¢â®¬®àä¨§¬ å £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«-
ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¯®ï¢¨«¨áì â®«ìª® ¯à¨¬¥à­® ç¥à¥§ ç¥â¢¥àâì ¢¥ª  ¯®á«¥
¢ëå®¤  à ¡®âë .-. ã  ¨ .  ©­¥à . Ǳ®ï¢«¥­¨î íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ á¯®á®¡á-
â¢®¢ « àï¤ £¨¯®â¥§ .  ã¬á« £  ® ¡ è­ïå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯, ¯à¥¤«®¥­­-
ëå ¢ ­ ç «¥ á¥¬¨¤¥áïâëå.  ç áâ­®áâ¨, ®­ áä®à¬ã«¨à®¢ « £¨¯®â¥§ã ® â®¬,
çâ® ¡ è­ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë ª®­¥ç­®£® à ­£  ¤®«­  ¡ëâì
®ç¥­ì ª®à®âª®© ¨, ¯® «ã©, ­ ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ­ãî (¨ ¤® á¨å ¯®à ­¨ ¯®¤â¢¥à¤¥­­-
ãî, ­¨ ®¯à®¢¥à£­ãâãî) £¨¯®â¥§ã ® â®¬, çâ® ¡ è­ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢áïª®©
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­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ¤®«­  ®¡àë¢ âìáï ¯®á«¥ ª®­¥ç­®£®
ç¨á«  è £®¢ [2, ¯à®¡«¥¬  4.9℄. ( ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¯à®áâ®âë ¨§«®¥­¨ï ¬ë
¤®¯ãáª ¥¬, ª ª íâ® ¯à¨­ïâ® ¢ ¯®á«¥¤­¥¥ ¢à¥¬ï, ¯®áâà®¥­¨¥ ¡ è­¨  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ­ ¤ «î¡®© £àã¯¯®©,   ­¥ â®«ìª® ­ ¤ £àã¯¯®© ¡¥§ æ¥­âà , ª ª â®£®
âà¥¡ã¥â ª« áá¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥.)
 á¥à¨¨ à ¡®â [27, 28, 29, 30℄, ­ ¯¨á ­­ëå ¢ á¥à¥¤¨­¥ á¥¬¨¤¥áïâëå, .  ©¥à
¨ . ®à¬ ­¥ª ¯®¤â¢¥à¤¨«¨ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ £¨¯®â¥§ .  ã¬á« £  ¨ ®¯¨á «¨
¡ è­¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® ª« áá  ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­-
ëå £àã¯¯. ëïá­¨«®áì, ª ¯à¨¬¥àã, çâ® ¡ è­ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ ¡¥«¥¢®©
á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ª®­¥ç­®£® à ­£  ï¢«ï¥âáï ­ áâ®«ìª® ª®à®âª®©, ­ áª®«-
ìª® íâ® ¢®®¡é¥ ¢®§¬®­®, ¯®áª®«ìªã ª ª ¯®ª § «¨ .  ©¥à ¨ . ®à¬ ­¥ª
¢ à ¡®â¥ [27℄ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨§®¬®àä¨§¬ £àã¯¯ Aut(F ) ¨ Aut(Aut(F )). ­ë¬¨
á«®¢ ¬¨, £àã¯¯  Aut(F ) ®ª § «®áì á®¢¥àè¥­­®© (­ ¯®¬­¨¬, çâ® £àã¯¯  G
­ §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥­­®©, ¥á«¨ æ¥­âà G âà¨¢¨ «¥­, ¨ ¢á¥ ¥¥  ¢â®¬®àä¨§¬ë |
¢­ãâà¥­­¨¥). .  ©¥à ¨ . ®à¬ ­¥ª ¨á¯®«ì§®¢ «¨ á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨©
á®¢¥àè¥­­®áâ¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(G) £àã¯¯ë ¡¥§ æ¥­âà  G, ¯à¨­ ¤«¥ é-
¨© . ¥à­á ©¤ã: £àã¯¯  Aut(G) á®¢¥àè¥­­  ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ã-
ç ¥, ¥á«¨ ¯®¤£àã¯¯  ¢­ãâà¥­­¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Inn(G) ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨á-
â¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Aut(G). â¬¥â¨¬, çâ® ¢ à ¡®â¥ [27℄ áãé¥á-
â¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â .-. ã  ¨
.  ©­¥à .
§ãç ï ç áâ­ë© á«ãç © ¢ëè¥¯à¨¢¥¤¥­­®© £¨¯®â¥§ë .  ã¬á« £  ® ¡ è­-
ïå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¨«ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ ¡¥§ ªàãç¥­¨ï, .  ©¥à ¨ . ®à¬ ­¥ª
ãáâ ­®¢¨«¨ ¢ à ¡®â¥ [28℄, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®©
£àã¯¯ë áâã¯¥­¨ ¤¢ , ¨¬¥îé¥© ª®­¥ç­ë© à ­£ r > 2, ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥­­®©
¯à¨ r 6= 3,   ¯à¨ r = 3 á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¡ è­ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¨¬¥¥â ¢ëá®âã
2.
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 à ¡®â¥ [30℄ .  ©¥à ¨ . ®à¬ ­¥ª ¨§ãç «¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¢¨¤  F/C, £¤¥ C|å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï ¯®¤£à-
ã¯¯  á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ª®­¥ç­®£® à ­£ . ¤¨­ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ®¡é¨å à¥§ã«ì-
â â®¢ [30℄ £®¢®à¨â ® â®¬, çâ® ¥á«¨ ä ªâ®à-£àã¯¯  F/R, £¤¥ R | å à ªâ¥à¨á-
â¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯  F,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ ¡¥§ ªàã-
ç¥­¨ï, â® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ä ªâ®à-£àã¯¯ë F/R′, £¤¥ R′ | ª®¬¬ãâ ­â
£àã¯¯ë R, ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥­­®©.  ¯®¬­¨¬, çâ® á¢®¡®¤­ë¥ £àã¯¯ë  ¯¯à®ªá¨¬¨à-
ãîâáï ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨ ¡¥§ ªàãç¥­¨ï, ¨ ¯®íâ®¬ã ¯®á«¥¤­¨© à¥§-
ã«ìâ â ®¡®¡é ¥â, ­  á ¬®¬ ¤¥«¥, à¥§ã«ìâ â ® á®¢¥àè¥­­®áâ¨ £àã¯¯ë Aut(F ).
à¥¤¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ëå ­¨«ì¯®â¥­â­ë¬¨
£àã¯¯ ¬¨ ¡¥§ ªàãç¥­¨ï ¬®­® ã¯®¬ï­ãâì ¥é¥, ª ¯à¨¬¥àã, à §à¥è¨¬ë¥ £à-
ã¯¯ë; ¯®íâ®¬ã ¨§ ãª § ­­®£® ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ª ¤®© ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®© à §à¥è¨¬®© £àã¯¯ë ï¢«ï¥âáï á®¢¥à-
è¥­­®©.
 à ¡®â¥ [26℄ .  ©¥à ¨§ãç «  ¡ è­¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ SL(n,Z) ¨
GL(n,Z). ë«® ¤®ª § ­®, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ë SL(n,Z) á®¢¥à-
è¥­­  ¯à¨ «î¡®¬ n > 3,   ¯à¨ n = 2 ¡ è­ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ SL(n,Z) ¨¬¥¥â
¢ëá®âã 8. àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ë GL(n,Z) â ª¥ á®¢¥àè¥­­  ¯à¨
«î¡®¬ ­¥ç¥â­®¬ n > 3. á«¨ n > 4 ç¥â­®, â® ¢ëá®â  ¡ è­¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
£àã¯¯ë GL(n,Z) à ¢­  5,   ¯à¨ n = 2 | à ¢­  4.
 1991 . ®à¬ ­¥ª [33℄ ãá¨«¨« à¥§ã«ìâ â ¨§ [27℄, ï¢­ë¬ ®¡à §®¬ ãª § ¢
­  ¯à¨ç¨­ã â®£®, çâ® ¯®¤£àã¯¯  Inn(F ) ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© ¯®¤£à-
ã¯¯®© £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(F ) ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ª®­¥ç­®£®
à ­£ : ª«îç¥¢®© à¥§ã«ìâ â ¨§ [33℄ £« á¨â, çâ® Inn(F ) | íâ® ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï
­®à¬ «ì­ ï á¢®¡®¤­ ï ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ë Aut(F ), ¨¬¥îé ï à ­£, á®¢¯ ¤ îé-
¨© á à ­£®¬ F. é¥ ®¤­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢¥àè¥­­®áâ¨ Aut(F ), ­ ©¤¥­­®¥ ¢
â®¬ ¥ £®¤ã . . à ¬æ®¢ë¬ [7℄, ®á­®¢ë¢ «®áì ­  ¯®«ãç¥­­®© ¨¬ ª« á-
á¨ä¨ª æ¨¨ ª®­¥ç­ëå £àã¯¯, à¥ «¨§ã¥¬ëå ª ª ¯®¤£àã¯¯ë £àã¯¯  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ëå á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ [5, 6℄. à®¬¥ â®£®, . . à ¬-
æ®¢ ¯®ª § «, çâ® ¨ £àã¯¯  Out(F ) ¢­¥è­¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £àã¯¯ë F ï¢«ï¥â-
áï á®¢¥àè¥­­®© ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® rank F > 3 (­ ¯®¬­¨¬, çâ® £àã¯¯  ¢­¥è­¨å
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 ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë à ­£  ¤¢  ¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥ GL(2,Z)), ¨,
¢ ç áâ­®áâ¨, ­¥ ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥­­®©).
. à ©¤á®­ ¨ . ®£â¬ ­­ ¯¥à¥¤®ª § «¨ ¢ 2000 £®¤ã [14℄ à¥§ã«ìâ â . . à ¬-
æ®¢  ® á®¢¥àè¥­­®áâ¨ Out(F ), £¤¥ F | ­¥ ¡¥«¥¢  á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  à ­£  ­¥
¬¥­ìè¥ 3 ¨ ¯à¥¤«®¨«¨ ¥é¥ ®¤­® (ç¥â¢¥àâ®¥ ¯® áç¥âã) ¤®ª § â¥«ìáâ¢® á®¢¥à-
è¥­­®áâ¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë ª®­¥ç­®£®
à ­£ . . à ©¤á®­ ¨ . ®£â¬ ­­ ¨á¯®«ì§®¢ «¨ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë Out(F ) ­ 
â ª ­ §ë¢ ¥¬®¬ ¢­¥è­¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ (Outer Spae), á¯¥æ¨ «ì­®¬ ¨ ®ç¥­ì
¯®«¥§­®¬ ¤«ï ¯à¨«®¥­¨© ª®¬¡¨­ â®à­®¬ ®¡ê¥ªâ¥, ¢¢¥¤¥­­®¬ . ®£â¬ ­­
¨ .  ««¥à®¬ ¢ [21℄.
 á¢®¥© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ [37℄ (2003 £®¤) .  áá ¡®¢ ¯®ª § «, çâ® ¡ è­ï  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë ª®­¥ç­®£® à ­£  ®¡àë¢ ¥âáï ¯®á«¥
ª®­¥ç­®£® ç¨á«  è £®¢, à¥è¨¢, â¥¬ á ¬ë¬, ¤«ï íâ¨å £àã¯¯ ¯à®¡«¥¬ã .  -
ã¬á« £ .  ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ N | á¢®¡®¤­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯  ª®­¥ç­®£®
à ­£ , â ª ï, çâ® £àã¯¯  Aut(N) ¨¬¥¥â âà¨¢¨ «ì­ë© æ¥­âà, â® ¡ è­ï  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ­ ¤N ¨¬¥¥â ¢ëá®âã6 3.á­®¢­ ï ¨¤¥ï à ¡®âë.  áá ¡®¢  § ª«îç ¥â-
áï ¢® ¢«®¥­¨¨ ª ¤®£® íâ   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¡ è­¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢
ª ç¥áâ¢¥ à¥è¥âª¨ ¢ ¯®¤å®¤ïéãî £àã¯¯ã ¨. â® ¯®§¢®«¨«® .  áá ¡®¢ã
á¢¥áâ¨ § ¤ çã ®¡ ®¯¨á ­¨¨ ¡ è­¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®©
£àã¯¯ë ª § ¤ ç¥ ®¡ ®¯¨á ­¨¨ ¡ è­¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå ­¥ª®â®à®© á¢®¡®¤­®© ­¨«-
ì¯®â¥­â­®©  «£¥¡àë ¨. Ǳà¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢¥à®ïâ­ë¬, çâ® ­¥ª®â®àë¥ à¥§ã«ì-
â âë .  áá ¡®¢  ¬®­® ãá¨«¨âì.
¥§ã«ìâ âë .  áá ¡®¢  ¡ë«¨ áâ¨¬ã«¨à®¢ ­ë ¢ ­®© à ¡®â®© . ®à¬ ­¥ª 
[32℄ 2002 £®¤ , ®¯¨á ¢è¨¬ æ¥­âàë £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå ­¨«-
ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£ . Ǳãáâì Nr,c | á¢®¡®¤­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï
£àã¯¯  ª®­¥ç­®£® à ­£  r ¨ áâã¯¥­¨ ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ c.  ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®¡«¥¬ 
®¯¨á ­¨ï æ¥­âà®¢ £àã¯¯ Aut(Nr,c) á¢ï§ ­  á® á«¥¤ãîé¨¬ ¨­â¥à¥á­ë¬ ¢®¯à®á®¬
. . ïá­¨ª®¢ : ¤«ï ª ª¨å r, c ¢ £àã¯¯¥Nr,c ­ ©¤ãâáï ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë,
ä¨ªá¨àã¥¬ë¥ ¢á¥¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨Nr,c? (á¬. [19, ¯à®¡«¥¬  N1℄).  ª ¯®ª § «
. ®à¬ ­¥ª ¢ à ¡®â¥ [32℄, £àã¯¯  Nr,c ®¡« ¤ ¥â â ª¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  (a) r = 2 ¨«¨ r = 3 ¨ c = 2kr, k > 2 ¨ (b) r > 4 ¨
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c = 2kr, k > 1. . . «ã¤®¢ ¯®áâà®¨« ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥ ¯à¨¬¥àë ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå
í«¥¬¥­â®¢, ä¨ªá¨àã¥¬ëå ¢á¥¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬ ¬¨ £àã¯¯ N2,4k, £¤¥ k > 2 [19℄.
àã¯¯  Aut(Nr,c) ®¡« ¤ ¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¬ æ¥­âà®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  c = 2kr + 1 ¨ k > 1.
á¥ æ¨â¨à®¢ ­­ë¥ ¢ëè¥ áâ âì¨ ®¡  ¢â®¬®àä¨§¬ å £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£  â ª ¨«¨ ¨­ ç¥ áãé¥áâ¢¥­­ë¬
®¡à §®¬ ¨á¯®«ì§ãîâ ª®­¥ç­®áâì à ­£ : ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¤¥©á-
â¢¨ï  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­  ¯®à®¤ îé¨å, ª ª ¢ [27, 28, 7, 14℄ ¨«¨ ¯à¨ ¨á¯®«-
ì§®¢ ­¨¨ à¥§ã«ìâ â  .-. ã  ¨ .  ©­¥à , áãé¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§ãîé¥£®
¬ âà¨ç­ãî â¥å­¨ªã, ª ª ¢ [27, 28, 29, 30, 33℄. Ǳà¥¤áâ ¢«ï¥âáï, ®¤­ ª®, æ¥«¥á®®¡à §­ë¬
®¡®¡é¥­¨¥ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ­  £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­-
ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ .  æ¨ª«¥ à ¡®â [50, 52, 53, 55℄  ¢â®à ­ ç «
à¥ «¨§ æ¨î íâ®© ¯à®£à ¬¬ë.
á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â à ¡®âë [50℄ ®¡®¡é ¥â à¥§ã«ìâ âë ¨§ [27℄: ®ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(F ) ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F ï¢«ï¥â-
áï á®¢¥àè¥­­®© ¢­¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ï¢«ï¥âáï «¨ à ­£ F ª®­¥ç­ë¬ ¨«¨
¡¥áª®­¥ç­ë¬. â®, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£® à ­£  á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¯®¤£à-
ã¯¯  Inn(F ) ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Aut(F ), çâ®,
¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®¡ãá«®¢«¥­® á«¥¤ãîé¨¬ à¥§ã«ìâ â®¬.
3.1. Ǳãáâì F | ­¥ ¡¥«¥¢  á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ . ®£¤  á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å á®¯à-
ï¥­¨© (¢­ãâà¥­­¨å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ F ) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áâ¥¯¥­¥© ¯à¨¬¨â¨¢­-
ëå í«¥¬¥­â®¢ F ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬ë¬ ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ ¢ «®£¨ª¥ ¯¥à¢®£®
¯®àï¤ª  ¯®¤¬­®¥áâ¢®¬ £àã¯¯ë Aut(F ).
 ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®¤¬­®¥áâ¢® D áâàãªâãàëM ®¯à¥¤¥«¨¬® ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢
¢M, ¥á«¨ ­ ©¤¥âáï ä®à¬ã«  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  χ ¢ ï§ëª¥ M, â ª ï, çâ® D =
χ(M); ïá­®, çâ® ¥á«¨M| íâ® £àã¯¯ , â® ¢áïª®¥ ®¯à¥¤¥«¨¬®¥ ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢
¯®¤¬­®¥áâ¢® M ¯®à®¤ ¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî ¯®¤£àã¯¯ã.
®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3.1 ®¯¨à ¥âáï ­  ®¯¨á ­¨¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¯à®á-
â®£® ¯®àï¤ª , ­ ©¤¥­­®¥ .  ©¥à ¨ Ǳ. ª®ââ®¬ ¢ à ¡®â¥ [25℄.  ¨¬¥­­®,
¨á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ âë ¨§ [25℄, ¬®­® ¯®ª § âì, çâ® ª« áá á®¯àï¥­­®áâ¨
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¨­¢®«îæ¨©, ­ §ë¢ ¥¬ëå ¢ [50℄ ª¢ §¨-á®¯àï¥­¨ï¬¨, ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬ë¬
¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ ª« áá®¬ á®¯àï¥­­®áâ¨ £àã¯¯ë Aut(F ),   ¯®â®¬, ¢ë¡à ¢
­¥ª®â®à®¥ ª¢ §¨-á®¯àï¥­¨¥ ϕ, ¯®áâà®¨âì ϕ-®¯à¥¤¥«¨¬®¥ ¯®¤¬­®¥áâ¢® Π(ϕ),
æ¥­âà «¨§ â®à ª®â®à®£® â ª®¢, çâ® ¥£® í«¥¬¥­âë, ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¨­¢®«îæ¨-
ï¬¨, áãâì á®¯àï¥­¨ï ¢á¥¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ­¥ª®â®à®£® ¯à¨¬¨â¨¢­®£® í«¥¬¥­â 
F.
®á¯à®¨§¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¤¥â «¨ ­ ¡à®á ­­®© ¢ëè¥ áå¥¬ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  ¨§ à ¡®âë [50℄. Ǳãáâì x | ¯à¨¬¨â¨¢­ë© í«¥¬¥­â £à-
ã¯¯ë F ¨ C | á¢®¡®¤­ë© ¬­®¨â¥«ì F, â ª®©, çâ® F = 〈x〉 ∗ C. ®£¤ 
¨­¢®«îæ¨ï ϕ ∈ Aut(F ), ®¡à é îé ï x, ¨ ¤¥©áâ¢ãîé ï ­  C ª ª á®¯àï¥­¨¥
¯®áà¥¤áâ¢®¬ x, ­ §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨-á®¯àï¥­¨¥¬.  §®¢¥¬ ¯®¤¬­®¥áâ¢® S
¤ ­­®© £àã¯¯ë G  ­â¨-ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬, ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® í«¥¬¥­âë ¯®¯ à­®
­¥¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ë.  á«ãç ¥, ¥á«¨ rank F > 2 ª« áá á®¯àï¥­­®áâ¨ ª¢ §¨-
á®¯àï¥­¨© | íâ® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ë© ª« áá á®¯àï¥­­®áâ¨
¨­¢®«îæ¨©, â ª®©, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® ¤àã£®£®  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­®£® ª« áá  á®¯à-
ï¥­­®áâ¨ ¨­¢®«îæ¨© K ′, ¢á¥ ¨­¢®«îæ¨¨ ¢ KK ′ ¯®¯ à­® á®¯àï¥­ë.  á«ã-
ç ¥, ¥á«¨ rank F = 2 ª« áá á®¯àï¥­­®áâ¨ ª¢ §¨-á®¯àï¥­¨© ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­á-
â¢¥­­ë¬  ­â¨ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬ ª« áá®¬ á®¯àï¥­­®áâ¨ ¨­¢®«îæ¨©, í«¥¬¥­âë
ª®â®à®£® ­¥ ï¢«ïîâáï ª¢ ¤à â ¬¨. á«¨ ϕ|íâ® ª¢ §¨-á®¯àï¥­¨¥, â® ãª § ­­®¥
¢ëè¥ ¬­®¥áâ¢® Π(ϕ) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¢¨¤  σσ′, £¤¥ σ, σ′ |
í«¥¬¥­âë ¨§ æ¥­âà «¨§ â®à  ϕ, â ª¨¥, çâ® σ ¨ σ′ á®¯àï¥­ë ¢ £àã¯¯¥ Aut(F ).
ãé¥áâ¢ãîâ á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢  ¢ ¯®«ì§ã â®£®, çâ® ®â¢¥â ­  á«¥¤ãîé¨© ¢®¯à®á
¯®«®¨â¥«¥­.
®¯à®á 10. Ǳãáâì F | á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ . ®¢¥àè¥­­ 
«¨ £àã¯¯  Out(F )?
 à ¡®â¥ [52℄  ¢â®à ®¡®¡é¨« à¥§ã«ìâ â .  ©¥à ¨ . ®à¬ ­¥ª  ¨§
à ¡®âë [28℄. á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â à ¡®âë [52℄ £« á¨â, çâ® £àã¯¯   ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­®© á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë N áâã¯¥­¨
¤¢  á®¢¥àè¥­­ . ®ª § â¥«ìáâ¢®, ª ª ¨ ¢ [28℄, ­ ç¨­ ¥âáï á ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
å à ªâ¥à¨áâ¨ç­®áâ¨ ¯®¤£àã¯¯ë IA(N) ¢ £àã¯¯¥ Aut(N).   á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨
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G | «î¡ ï á¢®¡®¤­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯  áâã¯¥­¨ ¤¢ , â® ¯®¤£àã¯¯ 
IA(G) ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬®© ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ ¯®¤£àã¯¯®© Aut(G) ¢ «®£¨ª¥
¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  (áà. á  ­ «®£¨ç­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¨§ [28℄, ãâ¢¥à¤ îé¨¬,
çâ® ¥á«¨ G ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ë© à ­£, â® IA(G) | íâ® à ¤¨ª « ¨àè -Ǳ«®âª¨­ 
£àã¯¯ë Aut(G)).   á«¥¤ãîé¥¬ íâ ¯¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬®áâì ¢ «®£¨ª¥
¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯®¤£àã¯¯ë Inn(N) ¢ £àã¯¯¥ Aut(N). ¥§ã«ìâ â . ¥à­á ©¤ ,
®¤­ ª®, ¯à¨¬¥­¨âì ­¥«ì§ï, ¨¡® N ¨¬¥¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© æ¥­âà; ¢®§­¨ª îéãî
âàã¤­®áâì ¬®­®, â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ®¡®©â¨, ¯®ª § ¢, çâ® ¢ £àã¯¯¥ Aut(N) ¬®­®
¢®ááâ ­®¢¨âì â¥®à¥â¨ª®-£àã¯¯®¢ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¯à¨¬¨â¨¢­ëå
í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë N.
®¯à®á 11. ¯¨á âì  ¢â®¬®àä¨§¬ë £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢-
ëå (­¨«ì¯®â¥­â­ëå, à §à¥è¨¬ëå) £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ .
 à ¡®â å [53, 55℄, ¯®á¢ïé¥­­ëå à¥è¥­¨î ®¤­®© «®£¨ç¥áª®© ¯à®¡«¥¬ë,
ª®â®à ï ¡ã¤¥â ®¡áã¤ âìáï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥, ¯®«ãç¥­ë à¥§ã«ìâ âë,
¯®§¢®«ïîé¨¥ ­ ¤¥ïâìáï, çâ® ¢á¥  ¢â®¬®àä¨§¬ë £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®©
 ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ï¢«ïîâáï ¢­ãâà¥­­¨¬¨, ¨ çâ® £àã¯¯ 
 ¢â®¬®àä¨§¬®¢ «î¡®© á¢®¡®¤­®© ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯ë ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ 
ï¢«ï¥âáï á®¢¥àè¥­­®©.
4. ëà §¨â¥«ì­ ï á¨«  â¥®à¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨
ª« áá¨ä¨ª æ¨ï í«¥¬¥­â à­ëå â¨¯®¢
 ­ ç «¥ á¥¬¨¤¥áïâëå è¨à®ª®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ «®£¨ª®¢ ¯à¨¢«¥ª ¢®¯à®á . á-
¡¥««  ® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ í«¥¬¥­â à­ëå â¨¯®¢ ¡¥áª®­¥ç­ëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å
£àã¯¯ (ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ íâ¨å £àã¯¯ á â®ç­®áâìî ¤® í«¥¬¥­â à­®© íª¢¨¢ «¥­â­®á-
â¨). ¡®¡é ï à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥­­ë¥ àï¤®¬  ¢â®à®¢, .¥« å ¤ « ¢ à ¡®â å
[44, 45℄ ®ª®­ç â¥«ì­®¥ à¥è¥­¨¥ íâ®© ¯à®¡«¥¬ë. «ï ¯®ïá­¥­¨ï ä®à¬ã«¨à®¢®ª
à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§ [44℄ ­ ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥.
Ǳãáâì {T 0i : i ∈ I} ¨ {T
1
i : i ∈ I} | á¥¬¥©áâ¢  â¥®à¨© ¢ «®£¨ª å L0 ¨ L1,
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. ®¢®àïâ, çâ® â¥®à¨ï T 0i á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ¢
â¥®à¨¨ T 1i à ¢­®¬¥à­® (¥¤¨­®®¡à §­®) ¯® i ∈ I, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¥­¨¥
ǱǱ  .  ǱǱ 24
∗
¬­®¥áâ¢  ¢á¥å L0-¯à¥¤«®¥­¨© ¢® ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å L1-¯à¥¤«®¥­¨©, â ª®¥,
çâ® ¤«ï ª ¤®£® L0-¯à¥¤«®¥­¨ï χ ¨ ¤«ï ª ¤®£® i ∈ I, χ ∈ T 0i , ¥á«¨ ¨ â®«-
ìª® ¥á«¨ χ∗ ∈ T 1i [17, 1, 34℄. á«¨, ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, â¥®à¨ï T
1
i á¨­â ªá¨ç¥áª¨





¢§ ¨¬­® á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬ë¬¨ à ¢­®¬¥à­® ¯® i ∈ I. á«¨
T 0i = Th(Mi,L0) ¨ T
1
i = Th(Ni,L1), â.¥. ¥á«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ â¥®à¨¨ ï¢«-
ïîâáï â¥®à¨ï¬¨ ­¥ª®â®àëå áâàãªâãà ¢ «®£¨ª å L0 ¨ L1, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,
â® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¤®áâ â®ç­ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï á¨­â ªá¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â¨à-
ã¥¬®áâì â¥®à¨¨ T 0i ¢ â¥®à¨¨ T
1
i ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­®®¡à §­ ï ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬®áâì
(¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬®áâì á L1-®¯à¥¤¥«¨¬ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨) áâàãªâãàëMi ¢ áâà-
ãªâãà¥ Ni áà¥¤áâ¢ ¬¨ «®£¨ª¨ L1 ¤«ï ¢á¥å i ∈ I [17, 1, 34℄. à®¬¥ â®£®, ¢
¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥¬, çâ® Ni ≡L1 Nj ¢«¥ç¥â Mi ≡L0 Mj ¤«ï ¢á¥å i, j ∈ I.
. ¥« å ¯®ª § « ¢ [44℄, çâ® í«¥¬¥­â à­ ï â¥®à¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £à-
ã¯¯ë Sym(ℵα) ­ ¤ ª à¤¨­ «®¬ ℵα ¢§ ¨¬­® á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬ 
á â¥®à¨¥© ¤¢ãåá®àâ­®© áâàãªâãàë 〈α, λα;<〉 ¢ «®£¨ª¥ L2((2ℵ0)+), £¤¥ λα |
ª à¤¨­ « min(ℵα, 2
ℵ0), à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª ¬­®¥áâ¢® ¡¥§ áâàãªâãàë,  
< | ®â­®è¥­¨¥ ¯®«­®£® ¯®àï¤ª  ®à¤¨­ «  α. ®£¨ª  L2(κ
+) (C. ¥« å),
£¤¥ κ | ­¥ª®â®àë© ª à¤¨­ «, | íâ® äà £¬¥­â ¯®«­®© «®£¨ª¨ ¢â®à®£® ¯®à-
ï¤ª , ¤®¯ãáª îé¨© ª¢ ­â¨ä¨ª æ¨î ¯® ®â­®è¥­¨ï¬ ã­¨¢¥àáã¬  ¬®é­®áâ¨
­¥ ¢ëè¥ κ. ¥§ã«ìâ â ¨§ [44℄ à¥§ª® ª®­âà áâ¨àã¥â á ¨§¢¥áâ­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬
.  ¡¨­ , ãâ¢¥à¤ îé¨¬ çâ® í«¥¬¥­â à­ ï â¥®à¨ï ¯®«ã£àã¯¯ë End(ℵα)
¢á¥å ®â®¡à ¥­¨© ª à¤¨­ «  ℵα ¢ á¥¡ï ¢§ ¨¬­® á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨à-
ã¥¬  á â¥®à¨¥© Th2(ℵα) | â¥®à¨¥© ª à¤¨­ «  ℵα, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ª ª
¬­®¥áâ¢® ¡¥§ áâàãªâãàë, ¢ ¯®«­®© «®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  L2. ¥ä®à¬ «-
ì­®, áà ¢­¨¢ ï à¥§ã«ìâ âë .  ¡¨­  ¨ . ¥« å , ¬®­® áª § âì, çâ®
¢ëà §¨â¥«ì­ ï á¨«  í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ ¯®«ã£àã¯¯ë End(ℵα) ¯à¥¢®áå®¤¨â
¢ëà §¨â¥«ì­ãî á¨«ã í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ £àã¯¯ë Sym(ℵα).
 ¡®â  [44℄ ¯®á«ã¨«  ¤«ï . ¥« å  ®â¯à ¢­®© â®çª®© ¤«ï àï¤  ¢ ­-
ëå à ¡®â. ¤­  ¨§ ­¨å | à ¡®â  [46℄ 1977 £®¤  ¬®¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª
§­ ç¨â¥«ì­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ã¯®¬ï­ãâ®£® ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â  .  ¡¨­  | ­  ¯®«-
ã£àã¯¯ë í­¤®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ¬­®£®®¡à §¨ïå  «£¥¡à. Ǳãáâì





(V) | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  κ ¨§ ¬­®£®®¡à §¨ï
 «£¥¡à V ¢ ï§ëª¥ L. ®£¤  ¥á«¨ κ > |L|, â® í«¥¬¥­â à­ ï â¥®à¨ï ¯®«-
ã£àã¯¯ë í­¤®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë F
κ
á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥â â¥®à¨î
ª à¤¨­ «  κ, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ª ª ¬­®¥áâ¢® ¡¥§ áâàãªâãàë, ¢ ¯®«­®©
«®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  [46℄.
. ¥« å § ¬¥ç ¥â ¢ [46℄, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨§ãç âì ¢®¯à®á ® â®¬, ª®£¤ 
¢ëà §¨â¥«ì­ ï á¨«  í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®©
 «£¥¡àë F
κ
áà ¢­¨¬  á ¢ëà §¨â¥«ì­®© á¨«®© í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ ¯®«ã£à-
ã¯¯ë í­¤®¬®àä¨§¬®¢ F
κ
.¥à¥§ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢ ¤æ âì «¥â . ¥« å ¢­®¢ì ¢¥à­-
ã«áï ª íâ®¬ã ¢®¯à®áã, ¢ª«îç¨¢ ¥£® ¢ á¯¨á®ª ¯à®¡«¥¬ ¢ ®¡§®à¥ [48, ¯à®¡«¥¬ 
3.14℄, ¨ ¯à¥¤«®¨¢ ®¯¨á âì ¬­®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à V, £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à F
κ
(V) ª®â®àëå ¨­â¥à¯à¥â¨àãîâ áà¥¤áâ¢ ¬¨ «®£¨ª¨ ¯¥à¢®£®
¯®àï¤ª  â¥®à¨î ª à¤¨­ «  κ ¢ ¯®«­®© «®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¤«ï ¢á¥å
(¨«¨, ¢®§¬®­®, ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® "¡®«ìè¨å") ¡¥áª®­¥ç­ëå ª à¤¨­ «®¢ κ.
®­¥ç­®, á¨âã æ¨ï á £àã¯¯ ¬¨  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à ¢ë£«ï¤¨â
£®à §¤® ¡®«¥¥ á«®­®©, ¨¡®, ­¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ¯®«ã£àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à ¬®£ãâ ¡ëâì ¨áª«îç¨â¥«ì­® á«®­ë¬¨, ®­¨, ¢á¥ ¥, ¥á«¨
¯à¥¤¥«ì­® ®¡®¡é¨âì áãé¥áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢ .¥« å  ¨§ [46℄, ï¢«ïîâáï "ª®¬¡¨­ â®à­ë¬¨"
®¡ê¥ªâ ¬¨.  áª®«ìª® ¨§¢¥áâ­®  ¢â®àã, ­¨ª ª¨å ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥­¥¥ ®¡é¨å à¥§-
ã«ìâ â®¢ ¯® ¯à®¡«¥¬¥ . ¥« å  ­¥â.  [48℄ . ¥« å ¯à¥¤« £ ¥â áå¥¬ã
¨§ãç¥­¨ï ¯à®¡«¥¬ë ¤«ï ª« áá  ¬­®£®®¡à §¨©, ª®â®àë© ®­ ­ §ë¢ ¥â ª« á-
á®¬ Aut-à §«®¨¬ëå ¬­®£®®¡à §¨©. Ǳà¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  «£¥¡à ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¨§ íâ¨å ¬­®£®®¡à §¨© ¢¥¤-
ãâ á¥¡ï ¢® ¬­®£®¬ â ª ¥, ª ª ¨ ¡¥áª®­¥ç­ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ £àã¯¯ë (á¬.
¯®¤à®¡­®áâ¨ ¢ [48℄).
 á¢®¥© ª ­¤¨¤ âáª®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ [4℄, à¥§ã«ìâ âë ¨§ ª®â®à®© ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë
¢ à ¡®â¥ [49℄,  ¢â®à ­ è¥« à¥è¥­¨¥ ¯à®¡«¥¬ë . ¥« å  ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨©
¢¥ªâ®à­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ­ ¤ â¥« ¬¨. Ǳãáâì V | ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®
¡¥áª®­¥ç­®© à §¬¥à­®áâ¨ κ ­ ¤ â¥«®¬D.®£¤  ¥á«¨ κ > |D|, â® í«¥¬¥­â à­ ï
â¥®à¨ï £àã¯¯ë GL(V ) ¢§ ¨¬­® á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬  á â¥®à¨¥©
¤¢ãåá®àâ­®© áâàãªâãàë 〈κ, D〉, ®á­®¢­ë¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï
ǱǱ  .  ǱǱ 26
â®«ìª® ®á­®¢­ë¥ ®â­®è¥­¨ï â¥«  D, ¢ «®£¨ª¥ L2(κ
+).  ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ D
| ¯®«¥, â® ãª § ­­ë© à¥§ã«ìâ â ¢¥à¥­ ¤«ï «î¡ëå ¡¥áª®­¥ç­ëå ª à¤¨­ «®¢
κ.
 à ¡®â å [51, 53, 55℄  ¢â®à à áá¬ âà¨¢ « ¯à®¡«¥¬ã . ¥« å  ¤«ï ª« á-
á¨ç¥áª¨å ¬­®£®®¡à §¨© £àã¯¯. ¥§ã«ìâ âë ¨§ ã¯®¬ï­ãâëå à ¡®â ¬®­® áã¬¬¨à®¢ âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. Ǳãáâì V | íâ® «¨¡® ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å £àã¯¯, «¨¡®
¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯, «¨¡® «î¡®¥ ¬­®£®®¡à §¨¥ Nc ¢á¥å ­¨«-
ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ áâã¯¥­¨ 6 c. ®£¤  ¥á«¨ F
κ
(V) | á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  V
¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  κ, â® í«¥¬¥­â à­ ï â¥®à¨ï £àã¯¯ë Aut(F
κ
(V)) ¨ â¥®à¨ï
¢ ¯®«­®© «®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ª à¤¨­ «  κ ª ª ¬­®¥áâ¢  ¡¥§ áâàãªâãàë
¢§ ¨¬­® á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥¬ë, à ¢­®¬¥à­® ¯® κ.  ª¨¬ ®¡à §®¬,
¤«ï ãª § ­­ëå ¬­®£®®¡à §¨© £àã¯¯ ¯à®¡«¥¬  .¥« å  à¥è ¥âáï ¯®«®¨â¥«-




(V)) ≡ Aut(Fλ(V)) ⇐⇒ κ ≡L2 λ.
 à ¡®â¥ [51℄ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © ¬­®£®®¡à §¨ï ¢á¥å £àã¯¯. Ǳãáâì
F | ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯ .  á¨«ã â®£®, çâ® à ­£ F
¡¥áª®­¥ç¥­, «î¡®© í«¥¬¥­â F ¥áâì, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå
¯à¨¬¨â¨¢­ëå í«¥¬¥­â®¢. ®£¤  ¨§ 3.1 «¥£ª® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¯®¤£àã¯¯  Inn(F )
¢á¥å á®¯àï¥­¨© ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬®© ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ ¢ «®£¨ª¥ ¯¥à¢®£®
¯®àï¤ª  ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Aut(F ).  ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ £à-
ã¯¯¥ Aut(F ) ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ¤¢ãåá®àâ­ ï áâàãªâãà  〈Aut(F ), F 〉, ®á­®¢­ë¥
®â­®è¥­¨ï ª®â®à®© | íâ® £àã¯¯®¢ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­  Aut(F ) ¨ F,   â ª¥
¯à¥¤¨ª â, § ¤ îé¨© ¤¥©áâ¢¨¥ Aut(F ) ­  F.
¥áª®«ìª® ®âáâã¯ ï ®â â¥¬ë, § ¬¥â¨¬, çâ® ¡ë«® ¡ë ®ç¥­ì ¨­â¥à¥á­® ¯à®¢¥à¨âì,
á¯à ¢¥¤«¨¢ «¨  ­ «®£¨ç­ë© à¥§ã«ìâ â ¤«ï á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ª®­¥ç­®£® à ­£ .
®¯à®á 12. Ǳãáâì Fn | ­¥ ¡¥«¥¢  á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ª®­¥ç­®£® à ­£  n.
¢«ï¥âáï «¨ ¯®¤£àã¯¯  Inn(Fn) ®¯à¥¤¥«¨¬®© ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Aut(Fn)?
ǱǱ  .  ǱǱ 27
§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë [18℄, ­ ¯¨á ­­®©  ¢â®à®¬ á®¢¬¥áâ­® á . .  à¤ ª®¢ë¬
¨ . . ¯¨«ìà ©­®¬, ¢ëâ¥ª ¥â, çâ®, ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥, ®¯¨à ïáì â®«ìª®
­  ®¯à¥¤¥«¨¬®áâì á®¯àï¥­¨© áâ¥¯¥­ï¬¨ ¯à¨¬¨â¨¢­ëå í«¥¬¥­â®¢, ®â¢¥â ­ 
¯®á«¥¤­¨© ¢®¯à®á (­ ¯àï¬ãî) ¯®«ãç¨âì ­¥«ì§ï. ¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ®¤¨­ ¨§ ®á­®¢­-
ëå à¥§ã«ìâ â®¢ [18℄ £« á¨â, çâ® ¯à¨¬¨â¨¢­ ï è¨à¨­  ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®©
£àã¯¯ë Fn, â.¥. è¨à¨­  Fn ®â­®á¨â¥«ì­® ¬­®¥áâ¢  ¢á¥å ¯à¨¬¨â¨¢­ëå í«¥¬¥­â®¢
Fn,|ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­®©. ®«ìè¥ â®£®, ¬®­® ¯®ª § âì, çâ® ¥á«¨ {x, y}|
íâ® ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á á¢®¡®¤­®© £àã¯¯ë F2 à ­£  2, â® ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å á®¯à-
ï¥­¨© ¯ «¨­¤à®¬ ¬¨ ®â ¡ãª¢ x, y (â.¥. ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¬¨ á«®¢ ¬¨ ¢ ¡ãª¢ å
x, y, ª®â®àë¥ ç¨â îâáï ®¤¨­ ª®¢® ª ª á¯à ¢  ­ «¥¢®, â ª ¨ á«¥¢  ­ ¯à ¢®)
ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬ë¬ á ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¨§ ®¯à¥¤¥«¨¬®£® ¬­®¥áâ¢  ¯®¤¬­®¥á-
â¢®¬ Aut(F2). ¤­ ª®, ¯ «¨­¤à®¬­ ï è¨à¨­  «î¡®© ­¥ ¡¥«¥¢®© á¢®¡®¤­®©
£àã¯¯ë ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­®© [18℄.
«¥¤ãîé¨© è £ ¢ à¥è¥­¨¨ ¯à®¡«¥¬ë . ¥« å  ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ï ¢á¥å
£àã¯¯ | íâ® ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¢ áâàãªâãà¥ 〈Aut(F ), F 〉 âà¥åá®àâ­®© áâàãªâ-
ãàë 〈Aut(F ), F, S〉, £¤¥ S ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å á¢®¡®¤­ëå ¬­®¨â¥«¥©
F. á­®¢­ë¥ ®â­®è¥­¨ï ¯®á«¥¤­¥© áâàãªâãàë ¢ª«îç îâ ¢ á¥¡ï: ®á­®¢­ë¥
®â­®è¥­¨ï áâàãªâãà Aut(F ) ¨ F ; ®â­®è¥­¨ï, § ¤ îé¨¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë
Aut(F ) ­  F ¨ S; ®â­®è¥­¨¥ ¯à¨­ ¤«¥­®áâ¨ ­  ¬­®¥áâ¢¥ F∪S ¨ â¥à­ à­®¥
®â­®è¥­¨¥ R(A,B,C) ­  S, ¢ë¯®«­ïîé¥¥áï ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ A = B ∗ C.
­â¥à¯à¥â æ¨ï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¨á¯®«ì§ã¥â à¥§ã«ìâ âë ®¡ ¨­¢®«îæ¨-
ïå £àã¯¯ë Aut(F ), ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ [50℄.
 â¥¬ ¢ áâàãªâãà¥ 〈Aut(F ), F, S〉 ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë ­ 
­¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ F ¨«¨, ¡®«¥¥ ä®à¬ «ì­®, ¢ ãª § ­­®© áâàãªâãà¥ ¨­â¥à¯à¥â¨à-
ã¥âáï áâàãªâãà  〈Aut(F ), F,B〉 (á ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨), £¤¥ B |
ª ª®©-­¨¡ã¤ì ¡ §¨á F.  «¥¥, ¨á¯®«ì§ãï ¤®áâ â®ç­® áâ ­¤ àâ­ë¥ ¬¥â®¤ë,
¢ áâàãªâãà¥ 〈Aut(F ), F,B〉 ¬®­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì áâàãªâãàã 〈|F ||F |, |F |〉,
£¤¥ |F ||F | | ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¥­¨© ª à¤¨­ «  |F | ¢ á¥¡ï. Ǳ®á«¥ íâ®£®
¯à¨¬¥­ï¥âáï æ¨â¨à®¢ ­­ë© ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ â .  ¡¨­ , ¯®§¢®«ïîé¨© ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì
¢ í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ ¯®á«¥¤­¥© áâàãªâãàë â¥®à¨î ¬­®¥áâ¢  |F | ¢ ¯®«­®©
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«®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª . ¨­â ªá¨ç¥áª ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨
£àã¯¯ë Aut(F ) ¢ â¥®à¨¨ Th2(|F |) áâà®¨âáï ¤®¢®«ì­® ¯à®áâ®.
 à ¡®â¥ [55℄ ¯à®¡«¥¬  . ¥« å  ¨§ãç ¥âáï ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ï A ¢á¥å
 ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯.  ª ¡ë«® áª § ­® ¢ëè¥, ¤«ï íâ®£® ¬­®£®®¡à §¨ï ¯à®¡«¥¬ 
. ¥« å  â®¥ à¥è ¥âáï ¯®«®¨â¥«ì­®. á­® â®£¤ , çâ® ¨ ¤«ï «î¡®£® ¤à-
ã£®£® ¬­®£®®¡à §¨ï £àã¯¯ V ¯à®¡«¥¬  . ¥« å  à¥è ¥âáï ¯®«®¨â¥«ì­®,
¥á«¨  ¡¥«¨§ æ¨¨ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¨§ V ï¢«ïîâáï á¢®¡®¤­ë¬¨  ¡¥«¥¢ë¬¨ £à-
ã¯¯ ¬¨, ¨ ¥á«¨ ¢ £àã¯¯¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aut(F (V)), £¤¥ F (V)|¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï
á¢®¡®¤­ ï £àã¯¯  ¨§V, ¬®­® áà¥¤áâ¢ ¬¨ «®£¨ª¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì
£àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢  ¡¥«¨§ æ¨¨ F (V). Ǳ®¤®¡­ë© ¯®¤å®¤, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â-
áï ¢ áâ âì¥  ¢â®à  [55℄, ¬®¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ ª «î¡®¬ã ¬­®£®®¡à §¨îNc ¢á¥å
­¨«ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯ áâã¯¥­¨ 6 c.
Ǳãáâì A | ¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ . ¡áã¤¨¬
áå¥¬ã ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ â¥®à¨¨ ¬­®¥áâ¢  |A| ¢ ¯®«­®© «®£¨ª¥ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª 
¢ í«¥¬¥­â à­®© â¥®à¨¨ £àã¯¯ë Aut(A) ¨§ [55℄.
­ ç «  ¢ Aut(A) ¢®ááâ ­ ¢«¨¢ îâáï áà¥¤áâ¢ ¬¨ «®£¨ª¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 
äà £¬¥­âë £¥®¬¥âà¨¨ Z-¬®¤ã«ï A:   ¨¬¥­­®, áà¥¤áâ¢ ¬¨ «®£¨ª¨ ¯¥à¢®£® ¯®à-
ï¤ª  áâà®¨âáï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¢ Aut(A) á¥¬¥©áâ¢  D1(A), á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥å
¯àï¬ëå á« £ ¥¬ëå £àã¯¯ë A, ¨¬¥îé¨å à ­£ ¨«¨ ª®à ­£ 1. «ï íâ®© æ¥«¨,
ª ª ¨ ¢ ¨¤¥©­® ¡«¨§ª®© ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© à ¡®â¥ à ¡®â¥ [49℄, ¨á¯®«ì§ãîâ-
áï ª« áá¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ¨§ â¥®à¨¨ «¨­¥©­ëå £àã¯¯, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ å ¨­¢®«îæ¨©.
  á«¥¤ãîé¥¬ íâ ¯¥, ¨á¯®«ì§ãï ¤¥©áâ¢¨¥ Aut(A) ­ D1(A), ¬®­® ¯®ª § âì,
çâ® £« ¢­ ï ª®­£àãí­æ-¯®¤£àã¯¯  Γ2(A) ãà®¢­ï ¤¢ , á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ A, ¤¥©áâ¢ãîé¨å âà¨¢¨ «ì­® ­  ä ªâ®à-£àã¯¯¥ A/2A, ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬®©
¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ ¯®¤£àã¯¯®© £àã¯¯ë Aut(A).  ªâ®à-£àã¯¯  Aut(A)/Γ2(A)
¨§®¬®àä­  ®¡é¥© «¨­¥©­®© £àã¯¯¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  A/2A ­ ¤ ¯®«¥¬
Z2.  ª¨¬ ®¡à §®¬, £àã¯¯  Aut(A) ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥â áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®à-
ï¤ª  £àã¯¯ã GL(|A|,Z2) = Aut(A/2A). «¥¬¥­â à­ ï â¥®à¨ï ¯®á«¥¤­¥© £à-
ã¯¯ë, ª ª ¬ë § ¬¥ç «¨ ¢ëè¥, á¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥â â¥®à¨î Th2(|A|).
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 ª ã¥ £®¢®à¨«®áì, ¥áâ¥áâ¢¥­­ ï áå¥¬  à¥è¥­¨ï ¯à®¡«¥¬ë .¥« å  ¤«ï
¬­®£®®¡à §¨© Nc § ª«îç ¥âáï ¢ ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ ¢ £àã¯¯¥ Aut(N), £¤¥ N |
¡¥áª®­¥ç­®¯®à®¤¥­­ ï á¢®¡®¤­ ï ­¨«ì¯®â¥­â­ ï £àã¯¯ , £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­®©  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯ë, ¨¬¥îé¥© â®â ¥ à ­£, çâ® ¨ N. ®, çâ®
â ª ï áå¥¬  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® à¥ «¨§ã¥¬ , á«¥¤ã¥â ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ ¥é¥ ®¤­®©
à ¡®âë  ¢â®à  [53℄.
­¢®«îæ¨¨ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯, ®¡à é îé¨¥ í«¥¬¥­âë ­¥ª®â®à®£®
¡ §¨á ,  ¢â®à ­ §ë¢ ¥â ¢ á¢®¨å à ¡®â å á¨¬¬¥âà¨ï¬¨.  [53℄ ¯®ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ¨­¢®«îæ¨©, áà ¢­¨¬ëå ¯® ¬®¤ã«î ¯®¤£àã¯¯ë IA(N) á
á¨¬¬¥âà¨ï¬¨ ¨§ Aut(N) ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬ë¬ ¡¥§ ¯ à ¬¥âà®¢ á¥¬¥©áâ¢®¬
Aut(N).
âáî¤  ¬®­® ¤®¢®«ì­® «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ â ª®© à¥§ã«ìâ â: £àã¯¯  Aut(N)
¨­â¥à¯à¥â¨àã¥â áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  £àã¯¯ã Aut(N/γc(N)), £¤¥ c |
íâ® áâã¯¥­ì ­¨«ì¯®â¥­â­®áâ¨ £àã¯¯ë N,   γm(N) ®¡®§­ ç ¥â, ª ª ®¡ëç­®,
ç«¥­ ­¨­¥£® æ¥­âà «ì­®£® àï¤  N á ­®¬¥à®¬ m. ¥«® ¢ â®¬, çâ® ï¤à®
K £®¬®¬®àä¨§¬  Aut(N) → Aut(N/γc(N)), ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®£® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬
£®¬®¬®àä¨§¬®¬ N → N/γc(N), ï¢«ï¥âáï ®¯à¥¤¥«¨¬®© ¯®¤£àã¯¯®© Aut(N):
K = T+(N) ∪ T−(N),
£¤¥ T+(N) (á®®â¢. T−(N)) ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¥áâ¢® ¢á¥å  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ N, á®å-
à ­ï¥¬ëå (á®®â¢. ®¡à é ¥¬ëå) ¯à¨ ¯à¨á®¥¤¨­¥­­®¬ ¤¥©áâ¢¨¨ ¢á¥¬¨ ¨­¢®«î-
æ¨ï¬¨, áà ¢­¨¬ë¬¨ á á¨¬¬¥âà¨ï¬¨ ¯® ¬®¤ã«î ¯®¤£àã¯¯ë IA(N).
á­®, çâ® £àã¯¯  N/γc(N) ï¢«ï¥âáï ­¨«ì¯®â¥­â­®© £àã¯¯®© áâã¯¥­¨ c− 1
¨ ¥¥ à ­£ á®¢¯ ¤ ¥â á à ­£®¬ £àã¯¯ë N. ¥¯¥àì ¯à®áâ®¥ à ááã¤¥­¨¥, ¨á¯®«-
ì§ãîé¥¥ ¨­¤ãªæ¨î ¯® c, ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ Aut(N) ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï £àã¯¯ 
Aut(A), £¤¥ A | á¢®¡®¤­ ï  ¡¥«¥¢  £àã¯¯ , ¨¬¥îé ï â®â ¥ à ­£, çâ® ¨ N.
 ª ¢¨¤¨¬, à¥è¥­¨¥ ¯à®¡«¥¬ë . ¥« å  ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨©  ¡¥«¥¢ëå £à-
ã¯¯ ¨ ¬­®£®®¡à §¨© Nc ¯®«®¨â¥«ì­®; á ¤àã£®© áâ®à®­ë, £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¨§ íâ¨å ¬­®£®®¡à §¨© | àã-
ç­ë¥. áâ¥áâ¢¥­¥­, ¯®íâ®¬ã, á«¥¤ãîé¨© ¢®¯à®á.
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®¯à®á 13. Ǳãáâì V | ¬­®£®®¡à §¨¥ £àã¯¯, â ª®¥, çâ® £àã¯¯ë  ¢â®¬®à-
ä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£  ¨§ íâ®£® ¬­®£®®¡à §¨ï | àã-
ç­ë¥. ¥à­® «¨, çâ® ¤«ï ¬­®£®®¡à §¨ï V ¯à®¡«¥¬  . ¥« å  à¥è ¥âáï
¯®«®¨â¥«ì­®?
 ª ®â¬¥ç «®áì ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥, à¥§ã«ìâ âë ¨§ [53, 55℄ ¬®£-
ãâ ¡ëâì, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¯à¨¬¥­¥­ë ¤«ï ¯®¤â¢¥à¤¥­¨ï £¨¯®â¥§  ¢â®à  ®¡
 ¢â®¬®àä¨§¬ å £àã¯¯  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢ëå ¨ á¢®¡®¤­ëå ­¨«-
ì¯®â¥­â­ëå £àã¯¯, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ¢ ª®­æ¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä .
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àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ®â­®á¨â¥«ì­® á¢®¡®¤­ëå £àã¯¯ ¡¥áª®­¥ç­®£® à ­£ 
. . ®«áâëå (¥¬¥à®¢áª¨© £®áã¤ àáâ¢¥­­ë© ã­¨¢¥àá¨â¥â)
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